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IV. título 
CDD 544 


Apresentacáo 


A Editora VestSeller tem o prazer de langar mais uma obra prima da 
Matemática para o segmento de preparação para escolas militares e 
Olimpiadas de Matemática nacionais e internacionais: a presente obra 
Problemas Selecionados de Matemática - IME ITA e Olimpiadas, do 
professor Marcilio Miranda. 


Esse livro apresenta uma ampla gama de problemas de niveis 
intermediário e avangado das mais variadas olimpiadas de Matemática de 
todo o mundo, assim como problemas propostos para treinamento, todos eles 
integralmente resolvidos ao final do livro, tendo alguns deles, mais de uma 
solugáo. 


Os estudantes que se preparam para IME ITA e Olimpiadas tém, 
nesse livro, uma ferramenta poderosa que permite ao leitor obter um grande 
salto de conhecimento num curto intervalo de tempo. 


O autor, Marcílio Miranda, ex aluno e atual professor do Colégio Dom 
Barreto (Teresina — Pl), selecionou e reuniu um conjunto de problemas muito 
interessantes e variados, em especial aqueles relativos a nümeros inteiros, 
equações com números inteiros, congruéncia linear. Conta adicionalmente 
com muitas questóes de álgebra e trigonometria, problemas envolvendo 
séries telescópicas, expressões trigonométricas, equações algébricas, 
relações de Girard, enfim, um livro indispensável para todos os professores e 
estudantes desse segmento. 


A VestSeller, juntamente com o autor, tem a certeza de, mais uma 
vez, estar contribuindo para a educação no Brasil, enriquecendo o mercado 
editorial com mais uma obra prima em Matemática de grande valor para 
estudantes e professores. 


Renato Brito Bastos 
Engenheiro Eletrônico — ITA 97 
Diretoria VestSeller 


Prefácio 


A ideia de escrever esse livro teve inicio quando, em 2001, conheci a 
Revista Eureka, da olimpíada Brasileira de Matemática, publicada pela 
Sociedade Brasileira de Matemática. Là existe uma sessáo "Olimpiadas ao 
Redor do Mundo", na qual eles propóem problemas de olimpiadas de vários 
países, publicando solugóes enviadas pelos leitores no nümero seguinte. 
Comecei a fazer esses problemas e enviá-los minhas soluções, sem muita 
esperança de publicação. 

Fui surpreendido quando, no número 9 da revista, saíram 5 soluções 
minhas. A partir dai comecei a resolver tais problemas e adquiri alguns bons 
livros sobre o assunto (alguns estão listados na bibliografia). 

Durante todo esse tempo fiquei com aquela ideia do livro na cabeça, até 
que ano passado (2009), navegando na internet, descobri o site da Editora 
Vestseller e lhes mandei um e-mail falando do meu projeto. Poucos dias 
depois, recebi uma resposta da editora dizendo estar interessada pelo 
projeto. Então comecei a escrever este livro que tem como principal intuito 
contribuir para educação no nosso pais muito carente ainda de livros voltados 
para alunos de nível IME — ITA — Olimpiadas. 

Os leitores que desejarem entrar em contato com o autor para fazer 
criticas, sugestões, bem como comunicar erros pontuais na presente obra, 
devem fazê-lo pelo e-mail: marcilic@hotmail.com. Desde já o autor agradece 


a colaboração. 
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Parte | 


Capítulo 1 — Problemas de Olimpiadas de Matemática 


Capítulo 2 - Problemas de Treinamento 
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Capítulo 1 
Problemas de Olimpíadas de Matemática 


Questáo 1 (Hong Kong 1997) 
Se a, b, c são as raizes da equação: 
x -2x! -3x- 4 = 0. 


Calcule o valor da expressáo: 


a9-b9 bio ca 
+ + —— 
a-b b-c c-a 


Questáo 2 (França 2005) 

Sejam x, y inteiros positivos, tais que Зх? + х = 4y? + y. Prove que x y é um 
quadrado perfeito. 

Questão 3 (Baltic Way 1995) 


Prove que зеп?18° + веп?18°= Ç. 

Questao 4 (Croácia 2005) 

Prove que existe um múltipio de 2295 que tem 2005 digitos e é formado 
apenas por algarismos 2 e 5. 


Questáo 5 (Austria 2005) 


Encontre todos os naturais a, b, c, tais que 
a + b + c = ттс (а, b, с). 


Questáo 6 (Cone sul 1993) 


Em um tabuleiro de xadrez 8 x 8, estáo escritos ordenadamente os números 
de 1 a 64. Na primeira fila, da esquerda para a direita, estao os números de 
1 a 8; na segunda fila da esquerda para a direita estão os números de 9 а 16, 
etc. Colocam-se sinais + ou — a cada número, de maneira que em cada fila 
haja 4 sinais + e 4 sinais — o mesmo ocorrendo para cada coluna. Em 
seguida, somam-se os 64 números obtidos. Ache os possiveis resultados 
desta soma. 


14 1 Problemas de Olimpiadas de Matemática 


Questão 7 (Bulgária) 
Seja p(x) um polinômio do segundo grau, tal que: 

p(0) = cos*10°, p(1) = cos10°sen?10° e p(2) = 0. 
Calcule o valor de 23. p(3). 


Questáo 8 (Bulgária 2003) 


Considere todas as “palavras” formadas por a's e b's. Nessas palavras, 
podemos fazer as seguintes operacóes: trocar um bloco aba por um bloco b, 
trocar um bloco bba por um bloco a. Podemos fazer também as operações ao 
contrário. É possível obter a sequência baaa...a a partir da sequência aaaa... 
aaab, onde cada sequência tem 2003 a's. 


Questão 9 (Espanha 2000) 
"rove que não existe nenhuma função f: М — N tal que f(f(n)) = п + 1. 


'stáo 10 (Espanha 1999) 
im a, b, c números reais não nulos tais que a + b + с = 0, mostre que se 


1.1 1 E 
п +— = —— ——, então 
à b c a+b+c 
1 " 1 " í _ 4 
a 1999 ^ p!999 * 1999 ^ 41999 | ¡1999 | c1999 ' 


Questáo 11 (Banco do Cone Sul) 
Demonstrar que, se x, y, z sáo reais positivos, entáo: 
х у z 3 


+ + >= 
y+Z х+2 у+х 2 


Questao 12 (Rússia 1998) 


Existem números de n algarismos M e N em que todos os algarismos de M 
sejam pares, todos os algarismos de N sejam impares, cada um dos 
algarismos de O a 9 ocorrendo exatamente uma vez entre M е М e tais que М 
divide N? 


Questáo 12.1 


Existem números de n algarismos M e N em que todos os algarismos de M 
sejam pares, todos os algarismos de N sejam impares, cada um dos 
algarismos de 0 a 9 ocorrendo exatamente uma vez entre Me М e tais que М 
divide M? 
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Questáo 13 (Espanha 1995) 


Seja p um número primo, encontre todos os pares (x, y) tais que: 
p(x + y) = xy. 


Questáo 14 (Bielorússia) 
Sejam a, b, c números reais positivos, tais que a? + b? + c? = 3. Prove que 


1 1 1 3 
——— + —— + z— 
i+ab 1+ас 1+cb 2 
Questao 15 (Espanha 1985) 
Seja n inteiro positivo, prove que (п + 1)(n + 2) -...: (2n — 1) 2n é divisivel por 
n 


2. 


Questáo 16 (Estados Unidos 1979) 
Determine inteiros não negativos (nj, n», ..., N44) tais que: 


nf +n +...+п = 1599. 


Questáo 17 (IMO 1975) 


Sejam n = 4444%** A a soma dos digitos de n e B a soma dos digitos de A. 
Calcule a soma dos dígitos de B. 


Questáo 18 (Putnam 1948) 
Seja n um nümero inteiro positivo. Prove que: 


| Vn e n1] 2| /án+2| 


Nota: [x] denota a parte inteira de x. A parte inteira de um número real x é o 


maior inteiro x que não seja maior que x. 
Exemplos: |141]=1, |л]=3,[-т]=-4. 


Questão 19 (Suécia) 


Sejam x, y, z números inteiros positivos, tais que x” = z, у? = x, z' = y. Prove 
quex=y=z=1. 


Questáo 20 (Torneio das Cidades 1993) 


Três pilhas de carogos são dadas sobre uma mesa. É permitido adicionar ou 
remover de uma pilha um número de caroços igual à soma do número de 
carogos das outras duas pilhas. Por exemplo, [12, 3, 5] podem tornar-se 
(12, 20, 5] pela adigáo de 17 = 12 + 5 para a pilha de 3 ou tornar-se [4. 3. 5] 
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pela remoção de 8 = 3 + 5 caroços da pilha com 12. É possivel, iniciando com 
pilhas possuindo 1993, 199 e 19 carogos, conseguir uma pilha vazia depois 
de uma sequência de operações permitidas? 


Questáo 21 (IMO 1970) 


Encontre todos os n naturais com a seguinte propriedade: o conjunto 
C = (n, n * 1, n + 2, n + 3, n + 4, n + 5) pode ser dividido em dois 
subconjuntos A e B tais que А о B = Ce A ^ B = @ e o produto dos 
elementos do conjunto A é igual ao produto dos elementos do conjunto B. 


Questáo 22 (Cone Sul 1992) 


E E б š Бу : 2 
Prove que náo existem x, y, z inteiros positivos tais que x? + y = 32°. 


Questáo 23 (Russia 1968) 


ual o maior dos números: 31'! ou 1711? 


estao 24 (Estados Unidos 1976) 
contre todos os inteiros a, b e c tais que a? + b? + c? = ab’, 


Questáo 25 (Rússia) 


Sejam a, b, c, d números reais positivos, tais que abcd = 10. Prove que: 
a? + b^ + c2 + d? + ab + ac + ad + bc + bd + cd > 10. 


Questáo 26 (Sáo Petersburgo 1998) 


Em quantos zeros pode acabar o número 1” + 2^ + 3" + 4” para n natural? 


Questáo 27 (Espanha 2008) 
Qual o maior dos números: 999! ou 500%? Justifique. 


Questáo 28 (Moldávia 1999) 


Ache todos os números reais X, X2, ..., X1999, tais que: 
1 + (X1)? = 2x2; 1 + (Xp)? = 2х3; 1 + (хз)? = 2x4: ...; 1 + (хаав)? = 2x. 


Questáo 29 (Leningrado 1989) 
Existem n 2 2 números náo-nulos escritos em um quadro. Podemos escolher 


dois números, a e b, e trocá-los por TE eb E Prove que, após feito um 


movimento, náo podemos obter os nümeros iniciais novamente. 
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Questão 30 (Balcánica) 

Prove que o número 11...1122...225 formado por 1997 algarismos 1 e 1998 
algarismos 2 é um quadrado perfeito 

Questáo 31 (Torneio das cidades 1985) 


Na ilha de Camelot vivem 13 camaleóes roxos, 15 verdes e 17 amarelos. 
Quando dois de cores distintas se encontram, mudam simultaneamente para 
a terceira cor. Poderia dar-se a situacáo na qual todos tenham a mesma cor? 


Questáo 32 (Balcánica) 
Sejam x, y números inteiros tais que: 

x? + y? + (x + y)? + 30xy = 2000. 
Prove que x + y = 10. 


Questáo 33 (Hungria-Israel) 
Encontre todos os inteiros positivos x, y tais que 5* — 3” = 16. 


Questáo 34 (Asian Pacific 1998) 

Mostre que náo existem números inteiros positivos a e b tais que 
(36a + b) (36b + a) seja uma potência de 2. 

Questáo 35 (Bélgica) 

Prove que: 


Questáo 36 (Torneio das cidades 1994) 


Sejam а, b, c, d quatro inteiros positivos tais que ad = bc. Prove quea + b+c+d 
náo pode ser primo. 


Questáo 37 (Baltic Way 1997) 


Encontre todas as triplas (a, b, c) de inteiros nào-negativos satisfazendo 
azb>c e taisque а? + 9b? + 9c = 1997. 


Questáo 38 (África do Sul) 


Resolva a equagao: 
36x! + 36x! - 7x! - 6x- 1 = 0 
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Questáo 39 (Grécia 2002) 


2002 
Prove que 2002! < eJ š 


Questáo 40 (Ucránia 1999) 
Mostre que o número 9999999 + 1999000 náo é primo, ou seja, é composto. 


Questáo 41 (Rússia 2002) 


Um número de 4 algarismos é escrito em um quadro negro. As operagóes 
permitidas sáo: 


* adicionar 1 a dois digitos vizinhos (caso nenhum deles seja 9) ou; 
* subtrair 1 a dois digitos vizinhos (caso nenhum deles seja 0). 


É possivel obtermos 2002 a partir do nümero 1234 utilizando algumas 
operações? 
Questão 42 (Singapura 1988) 
Calcule: 
1 1 


1 1 1 
— AT + +...+ ——=— + —————_"_nN. 
1W2+2/1 3/2+2/3 4⁄/5+3.J34 98/99 «99/98 100/99 + 99/100 


Questao 43 (Argentina 2008) 


Ache todos os números reais x tais que 
L2x] + L3x] + L7x] = 2008. 
Questao 44 (Argentina 1997) 


А | Р 11 ol. ; ; 
Ache todos os números naturais n tais que ls n 1 seja um nümero primo. 


Questáo 45 (Cone Sul 1996) 


Considere a sequência de números reais positivos ao, a4, az, . . . definida por: 


1 PA a: 
аһ = a, +— para todo inteiro n 2 0. 
a, 


Mostre que para qualquer de valor de ay, sempre se tem азов > 63. 
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Questáo 46 (Argentina 1998) 


Determine todos os valores da expressão: 
хх хх 
12) 13/16] 
Questáo 47 (Rioplatense 2005) 


Encontre todos os números п tais que п possa ser expresso na forma 
n=k+ 2| | +2, em que k seja um inteiro não negativo. 


Questão 48 (Argentina 2004) 
Encontre todos os inteiros não-negativos a e b tais que 3:22 + 1 = b? 


Questão 49 (Mercosul 1997) 
Calcule a soma: 


| Vi JL V2 |+| |+... +| 41555 |+ | 41857 | 


Questáo 50 (Argentina 1995) 


Para cada inteiro positivo n seja p(n) o número de pares ordenados (x, y) de 


inteiros positivos tais que: 
1.1 1 
—+—=-—. 
x y n 
a) Determine p(n) para todo n e calcular p(1995). 
b) Determinar todos os pares n tais que p(n) = 3. 


Questáo 51 (Torneio das cidades 1997) 


Sejam a, b inteiros positivos tais que a? + b2 ë divisivel por ab. Prove que 


a-b. 


Questáo 52 (Eslovénia 2002) 


Achar o menor nümero natural que é soma de 9 naturais consecutivos, é 


soma de 10 naturais consecutivos e é soma de 11 naturais consecutivos. 


Questào 53 (Bielorüssia 1998) 


Existem nümeros inteiros x, y tais que 


Зх? – 2y? = 1998. 
Questáo 54 (Inglaterra 1995) 


Prove que [(mn)!]° é divisivel рог (m!)"** (n!)"**. para quaisquer m, n naturais. 
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Questáo 55 (Torneio das cidades) 


Existe alguma poténcia de 2, tal que seja possivel rearranjar seus digitos e 
obter uma outra poténcia de 2? 


Questáo 56 (Bélgica 1991) 
Mostre que 111...111 formado por 1991 algarismos 1 nào é um nümero primo. 


Questáo 57 (Bélgica 1992) 

Se n inteiro positivo, encontre o maior inteiro positivo k tal que 2* | (3^ + 1) 
Questáo 58 (Moldávia 2002) 

Encontre todas as soluções reais da equação: 


Мх = 2х2 1+ 2x A - x? 


uestão 59 (Bélgica 2005) 
ncontre todos os inteiros positivos n tais que Jn + Vn +2005 seja inteiro. 


Questao 60 (IMO 1959) 


é irredutivel. 


Mostre que, para todo n natural, a fragao eas 
14n +3 


Questáo 61 (Holanda 1998) 


Encontre todos os números reais x tais que: 
(х + 1995)-(x + 1997)-(х + 1999)(x + 2001) + 16 = 0. 


Questáo 62 (Lituania 2006) 


Se a+b+c=0, prove que: E Gas bando )- 9. 
а р c Jlb-c c-a b-a 
Questáo 63 (Putnam 1986) 
20000 
Determine o digito das unidades de | —— |. 
adu 


Questáo 64 (Banco do cone sul) 


Prove que todo inteiro é a soma de cinco cubos. 
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Questáo 65 (Banco do cone sul) 


Ache todos os inteiros m e n tais que: 
2^-3^z1 


Questáo 66 (Bélgica 1999) 


Determine todos os n naturais de 6 digitos (abcdef), isto é n = 10°a + 10 b + 


+ 10% + 10% + 10e + f, tais que n = (def)?, isto é, n = (10% + 10e + fy. 


Questáo 67 (Hungria) 
Sejam a e b reais positivos tais que a + b = 1. Prove que: 


1 a2 b 4 
-<—-+—-<-. 
3 a«1 b«1 2 


Questão 68 (Polônia 1992) 


Prove que, para todo k natural, (К?)! É divisive! por (k!) +? 


Questáo 69 (Argentina 2000) 
Ache todos os nümeros reais tais que: 
x + 2y + 2z = xyz 
Questão 70 (Argentina 1997) 
Ache todos os numeros reais tais que: 


L19x + 97]= 19 + 97x. 


Questáo 71 (Putnam) 


Seja n um número natural. Prove que existe um múltiplo de n que tem que 
conter na sua representacáo decimal todos os números de O a 9. 

Exemplo: 9234678105 é um múltiplo de 5 que contém todos os algarismos de 
0a9. 


Questão 72 (Rússia 1999) 


A soma dos algarismos de um inteiro positivo n, escrito no sistema de 
numeração decimal, é igual a 100 e a soma dos algarismos do número 44n 
é 800. Determine a soma dos algarismos do número 3n. 

Questão 73 (Putnam 1972) 

Seja n um número natural, п > 1. Prove que n nào divide 2^ — 1. 
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Questáo 74 (Ibero-Americana 1999) 


Seja n um inteiro maior do que 10 tal que cada um dos seus digitos pertence 
ao conjunto S = (1, 3, 7, 9). Prove que n tem algum divisor primo maior ou 
igual a 11. 


Questáo 75 (Moldávia 2000) 


Os números inteiros a, b, c satisfazem a relagáo (a + b + c) = 0. Mostre que o 
número 2 (a* + b*+ c*) é um quadrado perfeito. 


Questão 76 (Eslovênia 2001) 


a) Mostre a desigualdade: 


Кот «dices etc] 
2Vn 


) Mostre que a parte inteira da expressáo 
TEU рушы : pad 
ER л qe 
na qual т е um inteiro positivo, ë igual a 2m — 1 ou 2m - 2. 


Questáo 77 (Espanha 1999) 


Mostre que existe uma sequência de inteiros positivos (a), a», as, ..., an) tal 
que (a)? + (az)? + (as)? +... + (an)? seja um quadrado perfeito para todo inteiro 
positivo n. 


Questáo 78 (Estados Unidos 1992) 


Mostre que: 


1 1 1 1 cos1 
n + — A. +—— —r—s—w —  +—— T n — JS . 
cos0°.cos1° cos1?.cos2? Cos87°.cos88° cos88°.cos89° sen?º-sen?º 


Questáo 79 (Uruguai 2002) 


Seja x=y3+ 2/2 = 43 -242, prove que x é um nümero inteiro. 


Questáo 80 (Uruguai 2004) 
O numero N = 111...111 formado por 300 um' s é quadrado perfeito? 
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Questáo 81 (Uruguai 1999) 
Existem x e y inteiros tais que: 5x? — 4y? = 1999? 


Questáo 82 (Uruguai 2000) 


х+у= 1, x+y 22 e x! +у?=3 ? 


Questáo 83 (Uruguai 2004) 
Calcule /2004 -2002 -1998 -1996 + 36. 


Questáo 84 (Chile 1999) 


Questáo 85 (Chile 2003) 
Encontre todos os primos p, q tais que: 


р+а= (р-а)? 
Questáo 86 (Chile 2001) 


Seja n um número natural, prove que 2” 16 múltiplo de 3. 


Questáo 87 (Chile 1999) 


Existem números reais x e y tais que: 


Existem inteiros x e y tais que: x? + у? = 1999xy? 


Um número é dito bom se a soma de seus divisores — exceto ele próprio — for 


maior do que ele. Por exemplo, 12 é bom, pois 1+2+3+4+6=16> 12. 
Entretanto, 15 nào é bom, pois 1 + 3 + 5 = 9 < 15. Prove que há infinitos 


números bons. 


Questáo 88 (Vietná 2002) 


Resolva a equação: 


V4-3/10-3x =x-2. 


Questão 89 (Canadá 1969) 


Questão 90 (Pan - África 2004) 


O número: 4/4-2/3 + 497 -56V3 é inteiro? 


Calcule a soma 1:1! + 22! + 3:3! +...+ mn! 
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Questáo 91 (Alemanha 2006) 


Prove que a soma do produto de 4 números impares consecutivos com 16 е 
quadrado perfeito. 


Questáo 92 (Austrália 1983) 
Mostre que a equação: x? + 131 = 3y* não possui solução inteira. 


Questão 93 (Balcânica 1990) 
Seja a, = 1,22=3€ ane = (n+3)anm- (n + 2)an. Determine todos os n tais 
que a, é divisivel por 11. 


Questáo 94 (Inglaterra 2001) 
Encontre todos os reais positivos que satisfazem a equação: 
Ix1_12x1 |x! 


“Tels JL) 


Se x e y são números reais, tais que (x + 5)? + (y — 12)? = 142, determine o 
valor minimo de x? + y?. 


Questao 95 (China 2002) 


Questáo 96 (Inglaterra 1997) 


Seja N um número de 4 algarismos, em que N náo termina em zero. Defina 
R(N) como sendo o número N escrito ao contrário. Por exemplo se N = 3257, 
entáo R(N) = 7523. Determine todos os N tais que R(N) = 4N + 3, 


Questáo 97 (Rússia 1998) 


Um número de dez algarismos é interessante se seus dígitos forem todos 
distintos e se ele for múltiplo de 11111. Quantos números interessantes 
existem? 


Questáo 98 (Bielorússia 2001) 


Determine o resto da divisáo de 
1-5 + 21.11 +..+ КК + 3k + 1) +... + 200!-40601 por 2004. 


Questáo 99 (Rússia 1995) 


Encontre todos os primos p, tais que o número р? + 11 tenha exatamente seis 
divisores diferentes (incluindo 1 e ele mesmo). 
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Questao 100 (Espanha 1998) 


As tangentes dos ángulos de um triángulo sáo números inteiros positivos. 
Determine estes números. 


Questáo 101 (Canadá 1969) 


Mostre que não existem números inteiros tais que a? + b? — 8c = 6. 


Questáo 102 (Argentina 2002) 


Um número n de 3 algarismos, todos diferentes de zero, é dito bom sen + 1 é 
múltiplo do número de dois algarismos que se obtém ao retirarmos o primeiro 
algarismo de n. Por exemplo, 123 náo é bom, uma vez que 124 nào é múltiplo 
de 23. Porém, 267 ë bom, pois 268 é múltiplo de 67. Encontre todos os 
números bons. 


Questáo 103 (Eslovénia 1992) 


Prove que, para quaisquer aj, az, ..., an, o Número: 
[а-а | + [ аз-аз | +... + | an1 – an | + | а-а: | é par. 


Questáo 104 (Moldávia 1996) 


Mostre que: 
1 1 1 1 2 2 2 
+ + +... + = 1+ —— + — — +... + ——— 
666 667 668 1996 2.3.4 5.6.7 1994.1995.1996 


Questáo 105 (Rússia 2002) 


Um número de 4 algarismos é escrito em um quadro negro. As operacóes 
permitidas sáo: adicionar 1 a dois digitos vizinhos (caso nenhum deles seja 9) 
ou subtrair 1 a dois digitos vizinhos (caso nenhum deles seja 0). 


E possivel que obtenhamos 2002 a partir do número 1234 utilizando algumas 
operações? 


Questão 106 (Espanha 2008) 
Prove que 22225955 + 5555??? е múltiplo de 7. 


Questão 107 (Chile 2008) 


Sejam а, b, с números reais, tais que а? + b? + c? = 3abc. Se a + b + c # 0, 
prove que a =b = с. 
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Questáo 108 (Vietna 1962) 


Resolva a equação sen®x + cos? x = 1 
Questao 109 (Chile 1997) 
Encontre todos os inteiros tais que: 

x? + 2y? = 42°. 


Questáo 110 (Austria 2004) 
Encontre todos os inteiros а e Ь tais que: 
(a + b*) (a? + b) = (a + Ы)“. 


Questao 111 (Bósnia - Herzegovina 2005 - adaptada) 
: m m F a b А 
Sejam а, b, с inteiros positivos tais que s = 3. Prove que абс é cubo 
c a 
perfeito. 


Questao 112 (Espanha 2006) 
Jm número positivo x ë tal que: 


ДО. кзы: 
Mostre que х° + — € inteiro e calcule seu valor. 
х 


Questáo 113 (Portugal 1994) 


Prove que o número 11..11 — 22..2 (onde o primeiro número é formado por 2n 
algarismos 1 e o segundo número é formado por n algarismos 2) é um 
quadrado perfeito. 


Questáo 114 (Portugal 1994) 
Ache o menor número natural que tem exatamente 1994 divisores. 


Questao 115 (República Tcheca e Eslovaca 1999) 


Mostre que para todo número natural n o produto: 


36303 3 


é um inteiro. 
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Questáo 116 (Singapura) 


1 1 1 1 


Calcule o valor de: ————— — —- ——— +... + 
1-cotí? 1+cot5% 1+сої9° 1+ cot 89? 


Questáo 117 (Rússia 2000) 
Determine a soma: 
1 
gs B 


3 -l 


22 


+ 


23 
+| — 
|5 


Questao 118 (Repúblicas Tcheca e Eslovaca 2000) 


21000 
+... + . 
E 


27 


Se n é um número natural, mostre que 4.3? + 3.4? é divisível рог 13 se, e 


somente se, n é par. 


Questáo 119 (Hungria-Israel 1990) 


Prove que náo existem inteiros positivos x, y tais que х? + у+2 е y? + 4x 


sejam ambos quadrado perfeito. 


Questão 120 (Índia) 

Encontre todos os pares de inteiros não-negativos (x, y) tais que: 
(ху-7) =x + y? 

Questáo 121 (Uruguai 2001) 


Calcule a soma: 
1+ 22 + 3:22 + 42? +... + 2001-270 
Questáo 122 (Hong Kong 2000) 


COS 1? - Cos 2° +... + cos 43? - cos 44? 


> AG = a+ bvc, calcule a, b, c. 
sen? -sen2? +... + sen 43? +5еп44 


Questáo 123 (China 2003) 


Se xe EI Calcule o valor mínimo da expressáo 
( 


27) fo an (. mM 
tg| x+— |- tg x -— 1+ cosi x+— |. 
ОЛЫ a as 


6) 
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Questáo 124 (Baltic Way 1992) 


Denote por d(n) o número de divisores positivos de um número natural n 


(incluindo 1 e n). Prove que existem infinitos n, tais que dim é inteiro. 


Questáo 125 (Singapura 2008) 


Calcule o valor da expressáo: 


at a 3л а 5n 
sen —+sen — + sen — + ѕеп` — 
8 8 8 


Questáo 126 (Singapura 2008) 


tg 40º - tg60? . tg 80? 


Calcule o valor de ==" -  —  ..... 
tg40° +tg60º + tg80° 


Questáo 127 (Alemanha 1998) 
?rove que: 


1998 «14 9 


1 1 1 
= += +... +——— «199 
М 43 1000000 
Questão 128 (Inglaterra 2006) 


Seja n um número inteiro. Mostre que se 2 +2\1+12п? é inteiro, entáo 


2+2V1+12n2 é quadrado perfeito. 


Questão 129 (Holanda 1991) 
Três números reais satisfazem as equações: 

a+b+c=3, a^«b^«c?^-9 e а?+ р? + с? = 24 
Calcule а“ + b^ + с“. 


Questáo 130 (Baltic Way 1995) 


Se a, b, c sáo números inteiros positivos, com a e c impares, a, b, c primos 
entre si e tais que а? + b? = с? Prove que b * c é quadrado perfeito. 


Questáo 131 (Finlándia 2000) 


Prove que |a * v5)" | é um nümero impar para todo natura! n. 
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Questáo 132 (Finlandia 2000) 


Encontre todos os nümeros naturais n tais que n!» vn". 


Questáo 133 (Holanda 1983) 


Prove que se n ë um inteiro positivo impar, entáo os dois últimos algarismos 
de 27^. (22"*1_ 1) na base 10 são 28. 


Questáo 134 (Holanda 1982) 
753 


Determine тас (n? + 2, n? + 1), onden=9 
Questáo 135 (Holanda 1995) 


Um canguru encontra-se num plano cartesiano. Sáo permitidos dois tipos de 
saltos: 

i) 1 para a direita e 3 para cima 

ii) 2 para a esquerda e 4 para baixo 


a) Prove que o canguru pode partir do ponto (0, 0) e chegar ao ponto (19, 95) 
e determine o nümero de saltos necessários para isso. 

b) Prove que partindo do ponto (1, 0) o canguru nào pode chegar ao ponto 
(19, 95). 

c) Partindo do ponto (0, 0) determine todos os pontos (m, n) com m, n 2 0, 
tais que o canguru pode alcangar. 


Questáo 136 (África do Sul 1997) 


Determine todos os inteiros não-negativos x, y tais que 1 + 3* = 27. 


Questao 137 (Polónia) 


Ache todos os inteiros x, y tais que: 
X°. (y-1) + уб(х-1) = 1 


Questáo 138 (Roménia) 


Encontre todos os inteiros positivos x, y, z tais que: 
1.1.1 3 
—<+—+—=-— 
x y z 5 
Questáo 139 (Rússia 1963) 
Sejam a, b inteiros positivos tais que тас (a,b) = 1. Prove que тас (а? + b?, 
a+b)=1 ou 2. 
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Questáo 140 (Rússia 1962) 


Seja o polinómio P(x) = ах? + bx? + cx + d. Prove que náo existem inteiros 
a, b, c, d tais que Р(19) = 1 e Р(62) = 2. 

Questão 141 (Chile 2006) 

Ache o maior número C tal que para todo x se verifica a desigualdade 
x! > C-| x] {x}. 

Nota: Lx] denota a parte inteira de x. A parte inteira de um número real x ë o 


maior inteiro x que não é maior que x. 
Exemplos: |141|=1 [1]=3, |-1]=-4. 


Questão 142 (Irlanda 1999) 


Uma função f:N — N satisfaz ás condições: 

i) f(ab) = f(a)-f(b), se mac (a, b) =1 

ii) fp + q) = Қр) + f(q), se mac (p, q) =1 

Mostre que f(2) = 2, f(3)=3 е f(1999) = 1999. 


Questáo 143 (Grécia 2000) 


Determine o número primo p, tal que 1 + p + p? + p? + p* seja um quadrado 
perfeito. 


Questáo 144 (Eslovénia 1999) 


Encontre todas as funções f: R — R, tais que: f(x — f(y)) = 1 —x—y, para todo 
X, y reais. 


Questáo 145 (IMO 1963) 


Prove que cost cost” +cos 2" = dl 
7 7 7 Я 


№ 


Questáo 146 (Bulgária 2008) 


Prove que existe uma função f:N > N, tal que f(f(n)) = 3n, para todo n natural. 
Questào 147 (Roménia 2003) 


Mostre que para todo n natural, a parte fracionaria de Vn + 4n? nào é maior 
do que 0,25. 
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Questáo 148 (Estónia 2009) 
Encontre todos os inteiros positivos (x, y, 2), tais que 99x + 100y + 1012 = 2009. 


Questáo 149 (Estónia 1994) 


; n 
Prove que n! termina em menos de a zeros para todo n natural. 


Questáo 150 (México 1988) 

Se a e b sao números inteiros positivos. Prove que 11а + 2b ë múltiplo de 19 
se e somente se 18a + 5b também é. 

Questáo 151 (Eslovénia 2000) 


Determine todos os números naturais a tais que a equagáo |x — 1] + [x — 2| + 
+ |х – 3] + |< — 4| +... + |x - 2000] + |x — 2001] =a possui uma única solução. 


Questáo 152 (México 1991) 


A soma dos quadrados de dois números inteiros consecutivos pode ser um 
quadrado perfeito, por exemplo 3? + 4? = 5°, Prove que a soma dos quadrados 
m inteiros consecutivos nào pode ser um quadrado perfeito se m = 3 ou 6 e 
dé um exemplo de 11 inteiros consecutivos tais que a soma dos seus 
quadrados é um quadrado perfeito. 


Questáo 153 (Chile 1997) 


Para cada inteiro positivo n, seja K, = n? + n + 1. Prove que K, não é 
quadrado perfeito para todo inteiro positivo n. 


Questáo 154 (Russia) 


Encontre todos os pares de naturais (a, b) com a seguinte propriedade: a+b 
e b^ +a são ambos quadrados perfeitos. 


Questão 155 (Massachussets 2007) 
Prove as identidades: 

sen2x 
a) cosx = —— — 
2senx 
b) cosx+cos3x = SERM 
2senx 
sen6x 


C) cosx+cos3x +cos5x = 
2senx 
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sen8x 
d) cosx+cos3x + cos 5x +cos7x = —— 
2senx 
sen2nx 
e) соѕх + cos3x +... + cos(2n — 3)х + cos(2n - 1) = ———— 
2senx 


Questáo 156 (Russia 1983) 
Se a e b são ângulos agudos, tais que: 


sen? a + sen? b = sen (a + b), prove que a + b = 


N |= 


Questáo 157 (Canadá 1974) 


Seja ABCD um retángulo BC = 3AB. Se Р e О sáo pontos sobre BC tais que 
BP = PQ = QC, prove que: 
2 DBC + Z DPC = Z DQC. 
Questáo 158 (Canadá 1969) 
Sejam a, b, c lados de um triángulo, A bissetriz do ángulo C corta AB no ponto D. 
ab-cos£ 
2 


Prove que CD = 
a+b 


Questão 159 (Bulgária 1999) 


Seja M o ponto médio do lado BC de um triângulo ABC no qual Z САВ = 45º e 
Z ABC = 30º. 


a) Determine Z AMC. 


b) Prove que AM = АВ БО 
2-AC 


Questao 160 (KRMO 1997) 


Um trapézio possui diagonais perpendiculares e altura 10. Encontre a área do 
trapézio sabendo que uma de suas diagonais mede 13. 


Questáo 161 (Bélgica 2006) 


a) Encontre todos os números reais a tais que cos (4a) = cos (3a). 


; 4 6 > 
b) Determine os inteiros a, b, c, d tais que cos T. cost cos, são 


soluções da equação ах? + bx? + cx + d = 0. 
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Questáo 162 (Índia 1997) 
2 : ИС as { m n+1 
Prove que não existem inteiros positivos m, n tais que —+—— = 4. 
n m 
Questáo 163 (Índia 1992) 
Num triángulo ABC, Z BAC = 2 Z ABC. Prove que a=b: (б + c). 


Questáo 164 (Índia 1993) 


Prove que existe um número natural n tal que n! termina em exatamente 1993 
zeros. 


Questáo 165 (Itália 1987) 
Prove que para inteiro n, o número 3x? + 5x? – 8x é mültiplo de 120. 


Questão 166 (Vietnã 1982) 


Ache а, b, c inteiros tais que as raizes da equação ax? + bx + c = 0 são 
cos 72? e cos 144°. 


Questáo 167 (MOCP) 
Prove que sec 40? * sec 80? * sec 160? - 6. 


Questáo 168 (Croacia 2001): 
Juste 

" a +b «c 
Sea+b+c=0, calcule o valor da expressão E TR EI SS 
abc(a" +bº +c’) 
Questao 169 (Brasil 2003) 
Sejam a, b, c números reais nào-nulos tais que a + b + с = 0. Calcule os 

a (a? +b? +03)? -(a4 +b4 + c^) 
possiveis valores de ee 
(a? «b? +c?) 


Questáo 170 (Áustria 1991) 
Sejam a, b números racionais. Prove que, se Ya + Yb ë racional, então Ya e 


УЬ são racionais. 


Questão 171 (África do Sul 1998) 
09810 é racional? Justifique. 
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Questáo 172 (Estados Unidos 1973) 
Encontre todas as soluções (reais ou complexas) do sistema: 


a+b+c=3 
a? «b? «c? -3 


а? +63 +с? = 3 
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Capítulo 2 
Problemas de Treinamento 


Questáo 01 


Prove que, para todo n natural, existem n números inteiros consecutivos que 


náo sáo primos. 


Questáo 02 


Prove que toda função pode ser escrita como soma de uma função par com 


uma їипсао їтраг. 


Questao 03 
Prove que há infinitos números primos. 


Questao 04 
Prove que a equação 3* + 4* = 5* não tem solução se x > 2. 


Questào 05 


a) Prove que cos 10? é irracional. 

b) Prove que cos 2? é irracional. 

c) Prove que cos 1? ë irracional. 

d) Prove que cos 2a é irracional, entáo sena e tga sáo irracionais. 
e) Prove que sen 1? e tg 1? sáo irracionais. 


Questáo 06 
Prove que cos36?.cos 72? = 1 
Questáo 07 
Prove que para todo inteiro n > 1 vale que: 
1 1 1 1.1 
— + +— +..+— > 
n+1 n+2 n+3 2n 2 
Questão 08 


Prove que a função f:|R — (- 1, 1), onde f(x) = é bijetora. 


X 
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Questáo 09 


a) Prove que cos 20° é irracional 

b) Prove que cos 4° é irracional 

с) Prove que cos? 2° é irracional 

d) Prove que sen 1°-cos 1° е irracional 


Questao 10 

Resolva a equação no conjunto dos números reais: 
x? - 8x = Jx «2 

Questão 11 


Prove que toda matriz pode ser escrita como soma de uma matriz simétrica 
com uma matriz anti-simétrica. 
Questao 12 


1 
n(n +1) ` 


"alcule a soma +— 


1 1 
+—.+... + 
12 2-3 3.4 
questão 13 
Sejam aj, az, ..., an termos de uma P.A, prove que: 
а) a, = a, + (n — 1): r, onde r é a razão da P.A. 


1 1 1 n-1 


b) —— + -r +... + ш ———— X 
NER + Jas Маз + vaz Ja, + уа Va, + ya; 
1 1 1 n-1 
C) = +... + —= 
85:84 83:8» а `а.. Ara 
Questão 14 


Prove que 2 + V3 ë irracional. 


Questao 15 


1 1 1 
Calcule a soma S = ———— + LES è 
Л+ 2+3 J399 + J400 


Questão 16 


Prove que 320 «14/2 «3/20 2144/2 = 4. 
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Questáo 17 


Sete moedas estáo sobre uma mesa mostrando a cara. Podemos escolher 
quaisquer quatro delas e virá-las ao mesmo tempo. Podemos obter todas as 
moedas mostrando a coroa? 


Questáo 18 
" 7 
Coloque os números em ordem crescente: 2'998, 39997 55998, 


Questao 19 (Concurso para professor do Cefet — Piaui — Adaptada) 


Os movimentos de uma partícula estando nos pontos (x, y) do plano, com 
X y e N sao: S(x, y) > (х + 1, y + 1) e D(x, y) — (x + 1, y — 1). E possivel 
sair do ponto P(0, 0) para o ponto Q(35, 16) usando esses movimentos? 
Questáo 20 

Prove que C1000, soo пао é divisive! por 7. 


Questão 21 (Concurso para professor do Cefet — Piauí — Adaptada) 
, mE 1 1 
Seja z um nümero complexo unitário. Se z + = 2cosa. Calcule z^ + == 
2 


Questão 22 


Prove que a equação а" + b" = c 
naturais. 


n*1 


tem infinitas soluções para a, b, c, n 


Questáo 23 
Encontre todos os números naturais a, b, c tais que 2? + 2^ = 2°, 


Questão 24 
z š А * 2n 4n бл 
Ache uma equagáo do quarto grau cujas raizes sáo cos—, созо; созо 
8л 
е cos—. 
9 
Questáo 25 


Sejam a, b, c números reais tais que a + b + c = 0. Prove que: 
а) аз + p? « c? = 3abc 
a2+b2+c2 а +65 +с5 а? +b’ «c? 


b) = 
2 5 7 
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Questão 26 
Prove que: log tg 1° + log tg 2° +... + log tg 89° + log tg 90? = 0. 


Questáo 27 
Encontre o valor da soma: 
1 1 1 1 
S = 2% — +É ..+——— —-— —___—.. 
log; 2010! log, 2010! l082009 2010! 109,010 2010! 


Questão 28 

Prove que o produto de 4 números inteiros positivos consecutivos mais um é 
sempre quadrado perfeito. 

Questáo 29 

Seja s um número natural, prove que no intervalo [s, 25] existe uma poténcia 
de 2. 

Questão 30 

incontre todos os números naturais náo-nulos a, b tais que a + b = ab. 


Questáo 31 
Encontre todos os números naturais a, b, c tais que a + b + c = abc. 


Questáo 32 


Seja ABC um triângulo. Prove que se sen?A + sen?B + sen*C = 2, então o 
triángulo é retángulo. 


Questáo 33 
Prove que 
To ov 3 1 1 1 1 1 1 1 
1-2-—--—-.. -— =— * +... + += 
2 3 4 2n-1 2n п+1 n+2 n+3 2n-1 2n 
(Identidade de Catalan) 
Questáo 34 


Prove que 641 | (2% + 1). 


Questáo 35 


Resolva a equação 314-х + 314 «x = 4. 
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Questáo 36 
Encontre todos os inteiros x, y tais que x-(x + 1)(x + 7)(x + 8) = y. 


Questáo 37 


Prove que para todo n z 2, vale que: z'g'utu «1. 


Questáo 38 


Suponha que а, = 2 е ax», = За, + 1, para todo k 2 1. Encontre uma fórmula 
geral рага a, + а; + аз +... + ап. 


Questáo 39 


х? +2 


Prove que 
Vx? +1 


> 2, para todo x real. 


Questáo 40 


Prove que para quaisquer a, b, с reais positivos vale que: 
(a + b)(a + c) (b +c) 2 8abc. 
Questáo 41 


Prove que os 1979 primeiros algarismos após a vírgula, do número 


А 1——41980 
{6 + v35 } , sao todos algarismos 9. 


Questáo 42 


Calcule cos72?, cos18°, cos36?, sen72°, sen18°, sen36?, sen54? e cos 54°. 


Questao 43 


Determine a imagem da função: f(x) = a:sen x + b:cos x. 


Questáo 44 (Fórmula da soma dos senos de arcos em P.A.) 


Prove que: 


(. r` ( г 
uu val MEE 3 
ѕепх +sen(x +r) + ѕеп(х + 2r)+...+ ѕеп(х + Кг) = = _ CA 
2senz 
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Questáo 45 
Prove que: 
sen x + sen2x + sen3x +... + sen nx = 


сов X |- cos((2n +1)х) E ns. nx 


e 2 


2sen < sen= 
2 2 


Questáo 46 (Fórmula da soma dos cossenos de arcos em P.A.) 
Prove que: 
COS X + COS(X +1) + COS(X + 2r) +... + COS(X + kr) = 


me x Ee sehl x +kr +1) 


ое unu DEM Y 


r 
2sen— 


Questão 47 


Prove que: 
COS X + COS 2x + COS(3X) +... + cos(nx) = 


sl x), sen CAL! cos! (n + 1)x .sen X 
(2) 2 | 2 
2senX senX Senx 
2 2 
Questão 48 
Prove que tg 20° · tg30°: tg40? = tg10?. 


Questão 49 


Prove que tg(30? — a) · tg(3a) : tg(30? + a) = tg a. 


Questáo 50 
Quantos algarismos tem 27°? 


Questáo 51 


sen30°+sen40°+sen50° — 


Prove que 


= tg40°. 
Cos 30? - cos 40? - cos 50° g 


2 sen(n + 1)x-cosnx 


-1. 
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Questáo 52 


sena + senb + ѕепс 


Prove que se a, b, cestáo em Р.А. entáo = tgb. 
cosa + соѕЬ + cosc 
Questáo 53 
Sejam a, b dois lados de um triángulo, tal que sua área é dada pela expressáo 
24 p2 
а +b 


. Prove que este triángulo é retángulo. 


Questáo 54 

Prove as identidades trigonométricas: 
a) tg3x = tgx · tg(60? — x) - tg(60? + x) 
b) tg 20? · tg 40° - tg80° = {060° 


л 2т 4n 8n 16x 321 1 
C) cos—-cos— -cos—— -cos——-cos-— -cos—— = —. 
65 65 65 65 65 65 64 


d) cos20? - cos40? - cos80° = 5 


e) tg(90* — x) = ux 


--—senx 


Questáo 55 
Prove que (1 — сої x) · (1 ~ cot (45? — x)) = 2. 


Questáo 56 

Sejam A, B, C ángulos de um triángulo, prove que: 
А,В C B A С 

а) tg—-tg— + tg—-tg— + tg—-tg— = 1. 

) 195-197 + 197-197 + 195195 


b) Se sen4A + sen4B + sen4C = 0, entào o triángulo é retángulo. 


C) sen3A + sen3B + sen3C = -4cos SP cos E cos ©. 
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Questao 57 (ITA 2004) 


Prove se os ângulos a, B, y de um triângulo satisfazem a equação: 
sen(3a) + sen(3B) + sen(3y) = 0, 
entáo pelo menos um dos ángulos a, B, y é igual a 60°. 


Questáo 58 (ITA 2002) 


zs : m sen y + senz 
Se x, y, 2 sáo ángulos internos de um triangulo ABC e senx = зепу эе 


COS y +со$2' 
prove que o triángulo ABC é retángulo. 


Questáo 59 
Prove que tg81? — tg63? + tg9? — tg27? = 4. 


Questao 60 


Se x, y, z sáo ángulos internos de um triángulo ABC e cosx + cosy = senz, 
prove que o triángulo ABC é retángulo. 


Questáo 61 
2n1 4n бл 1 
Prove que cos — + cos— + cos — = – —. 
7. 7 7 2 
Questao 62 
Prove que: 
n . 
a) cosa-cos2a.cos4a.....cos2" "a = E 
2” .sena 
4 
b) = соіа - cota, para todo a жЕ. 
sena 2 2 
1 
с) + 1 + 1 ee СИЗ = сої®-со!2"а. 
sena ѕеп2а senda sen2"a 2 
Questáo 63 


Calcule o período das funçëes abaixo: 


a) sen x:cos x 
b) sen x + cos x 
с) sen x — cos x 


d) sen x + V3 cos x 
e) cos x- V3 sen x 
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f) sen? x 
g) cos? x 
h) tg 3x * cos 4x 
i) senX +19 e 

2 3 
cos3x 
cotg8x 


x 
1) sec—-sen3x 
) 2 


Questáo 64 

Resolva as equações: 

a) senx + cosx + 2/2 senx-cosx = 0. 

b) зеп?х + cos*x = 1 

c) V3 sen? x — 2sen xcosx — V3 cos? x = — 2 
Questão 65 (ITA 96) 

Se a e Ë z] tal que sen a + cos a = m. Entào o valor de y = 
serà: 

2(-1+m?) 

a) —— + 
m(4 - m?) 


u 2(1« m?) 
m(4 +m?) 
а 2(-1+ m?) 
| m(3-m?) 
2(1+m?) 


i m(3 +m?) 


sen2« 
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(cosa)? + (sena. 
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Questáo 66 (ITA 98) 


А soma das raízes da equagáo V3 -tgx – J3 -sen2x + cos2x = 0, que pertence 
ao intervalo (0, 2x], ё: 


a) 17" PEL. 
4 3 
161 13x 

b) — е) — 

) 5 ) 4 

c) 151 
4 


Questáo 67 (ITA 2000) 


Para x no intervalo Ë z]. o conjunto de todas as soluções da inequação: 


seno san d 3 > 0 
272] 


ë o intervalo definido por: 


а) — <x<— d) —<x<— 
! 395 52 аа 
b) 75 <х<2 е) ria 
A T 
с) —<х<— 
6 3 
Questáo 68 


л 2n Зл 
Prove que tg —-tg — -tg — = 17 . 
que tg 7 to tg — = /7 


Questáo 69 

Calcule o valor das expressões: 

a) tg? 2 2 tg? = 

b) tg! Z + tg? SE + tg? T 

c) tg? + tg? T * tg? = tg? E + tg? = tg” E 
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Questao 70 
x 2n 42 1 
Prove que cos —:cos “cos — = -—. 
7 7 7 8 
Questao 71 


Resolva as equagóes: 


a) cos x:cos 2x-cos 4x-cos 8x = = 


b) sen x + sen 3x + cos x + cos 3x = 0 
C) sen x + sen 2x + sen Зх + sen 4x = 0. 
d) sen 5x-cos Зх = sen 9х:соѕ 7x 

e) sen 5x + cos 5x = V2 -cos 13x 

f) sen? x - cos 2x = 2 — sen 2x 


g) senf x + cos x = 12259525 
h) sen? x + cos x = 2 


i) sen x:sen 2x-sen 3x = : 


j) cos x + cos 2x + cos (x - Зх) = 


Ф| со 


k) sen 3x = cos 2x 


Questáo 72 


o | = 
ala 


Prove que arc tg š + arc tg i * arc 95 + arc tg 


Questao 73 (IME 2004) 
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Se sen x + sen y = A e cos x + cos у = B e AB # O, calcule sen (x + y) em 


funcáo de A eB. 


Questáo 74 
Prove que tg55?-tg65?-tg75? = tg85°. 


Questão 75 


5 A . = E: pi 
Ache uma equagáo do terceiro grau cujas raizes sáo cos = cos, cos 
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Questáo 76 
Calcule o valor das expressões: 
5n 


л Зл 
a) cos – -cos — «cos — 
7 7 7 


b) cos = al + coal cos X * cos E egg сш 
7 7 7 7 7 7 


pi Зл 51 
C) cos— + cos — + cos — 
7 7 7 


Questao 77 


x2 +у? = 


Resolva o sistema: А 
4x? - 3x = 2x? -1 


Questao 78 
Prove as identidades: 
a) cos 3x:cos x — cos 6x-cos 2x — sen 5x:sen Зх = 0. 
b) sen x + sen y + sen 2 – sen (x +y + 2) = 
= 4-sen [Y een (E pis) 
ago Ыы О 


d) Se A + B + C = x, prove que: 
A B С 
sen А + sen В + sen С = 4-со$ —-cos — -cos—. 


e) от 
У (х + (2+ os (Х+®\ 
Eq (te Озо" de 

\2) 2 aT Dr ] 


f) 2:cosa-cosp-cos(a + К = costa + cos 28 - sena + p) 


Questao 79 
2 
Calcule o valor da expressáo: 4 cos? E — 3 cos y -4 sen? = + 3 sen a 


Questão 80 
Resolva a equação 8x? – 6x — 1 = 0. 
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Questão 81 
Resolva as inequações: 
а) 1-senx2 cos?x 


b) senx « sos (2-x) 


C) senx + cosx > 1 


d) cos2x 2 cosx 
e) cosx + \/З.зепх > /2 


1 
f) senx-cosx > 1 


g) 3.sen?x + 2.cos*x > 3 


Questáo 82 


Prove as identidades: 


a) arcsen x + arccos x= 


NIA 


1 1 x 
b) arctg— + arctg- = — 
) 93 93 4 


с) 2arc tg? + arc cos 12 = 
3 13 


Nla 


Questão 83 


Resolva a equação: 6x* - 35x" + 62x° - 35 x + 6 = 0. 


Questão 84 (IME) 


Calcule o valor da expressão: 
1 1 1 1 1 


—— + — + — +...+ ———-.— + ——əƏ—.2U 
14 4-7 7-10 2995-2998 2998-3001 


Questáo 85 


1. 1 1 1 > 
Prove que ge Mei a nl < 3, para todo n natural. 
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Questáo 86 


Sejam a, b, c as raizes da equação x3 5х? + 7x — 9 = 0. Calcule o valor de: 


c) — + -—— + —— 
1+а 1+b 1+c 


1 1 1 
+ 


+ 
а р 

+ + 
b«c a+c a+b 


b+c a+c b+a 
+ + 


a b с 
bc+ac ab+ac ab+bc 
- +— 
ab bc ac 
k) A б. 

1+а 1+b 1+c 


Questáo 87 
Prove que tg^1? + 1023° +... + tg287° + tg289° = 4005. 


Parte Il 


Capítulo 3 — Solugóes do capítulo 1 


Capítulo 4 — Solugóes do capítulo 2 
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Capítulo 3 
Soluções do capitulo 1 


Questao 1 (Hong Kong 1997) 
Se a, b, c são as raizes da equação 
x — 2x? - 3x-4- 0. 


a -b5 b-c ¿as 


Calcule o valor da expressáo: + 
a-b b-c c-a 
Solugao 
5245 
a” -b 
= а“ + а®р + ab? + ab? + b“ 
a-b 
b -c5 
= c“ + с?р + c^b? + cb? + b“ 
b-c 
5 45 
c” -a 
= af + а?с + a?c2 + ас? + с^ 
c-a 


Pelas relações de Girard, temos que: 
a+b+c=2 
ab +ac+bc=-3 
abc = 4 
Primeiro passo: Calcular a? + b? + c? 
a+b+c=2 >(a+tb+c/=4> 
а? + b^ + c? + 2(ab + ac + bc) = 4— а? + p^ + c? = 10. 
Segundo Passo: Calcular a?b? + cb? + a2c2 
ab + ac + bc = — 3 > (ab + ас + bc)! = 9 > 


ap? + c?b2 + a?c2 + 2abc(a + b + c) = 9 > albo? + c?p? + a?e? = — 7. 


Terceiro Passo: Calcular a“ + b^ + c* 

a? + b? + с? = 10 = (а? + b? + с? 2 = 100 > 

a^ + bf + cf + 2(a?b? + c?b? + a2c2) = 100 > a“ + bf + c^ = 114 
Quarto passo: Calcular а? + ab? + ас? + а?с + b2c + be? 

a + b + c = 2 (multiplicando por ab) > a*b + ab? + abc = 2ab 
a+b+c=2 (multiplicando por ac) > a*c + abc + ac? = 2ab 
a + b + c= 2 (multiplicando por cb) > abc + cb? + bc? = 2cb 


Somando tudo membro a membro, temos que: 
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a’b + ab? + ac? + а?с + bc + bc? + 3abc = 
= 2(ab + ac + bc) > a?b + ab? + ac? + a?c + р2с + bc? = — 18 
Quinto passo: Calcular a?b + ab? + ас? + adc + b3c + bc? 
a+ b + c = 2 (multiplicando por ab?) > a?b? + ab? + ab?c = 2ab? 
a + b + c = 2 (multiplicando por a?b) > a?b + a?b? + a?bc = 2a?b 
a + b + с = 2 (multiplicando por cb?) > ab?c + c?b? + p?c? = 2cb? 
a + b + c = 2 (multiplicando por c?b) > abc? + с?р? + bc? = 2bc? 
a + b + с = 2 (multiplicando por ac?) > a*c? + abc? + a?c? = 2ac? 
a + b + c = 2 (multiplicando por a^c) > а?с + abc + a?c? = 2a?c 
Somando tudo membro a membro, temos que: 
(a?b + ab? + ac? + а?с + ёс + bc?) + 2(a?b2 + c^p? + a?c?) + 2abc(a +b + c) = 
= 2(a°b + ab° + ac° + аѓс + рс + be’) > 

a b+ ab + ac” + a`c + Ыс + bc = — 38 


Jora vamos ao problema: 
Queremos calcular 
(а* + аЗ + ao? + ар? + b°) + (сї + Ch + c?b? + cb? + bô) + (а* + а?с + айс? + ас? + с°) = 
= 2(a + b° + c^) + (ab? + c2b2 + a?c?) + (а? + ab? + ac? + ade + Ь?с + bc?) = 
=2 ` 114 + (-7) + (38) = 183 


Questào 2 (França 2005) 


Sejam x, y inteiros positivos tais que Зх? + x = 4y? + y. Prove que x - y € 
quadrado perfeito. 


Solução 


Lema: Se a, b, c, m, n, são naturais tais que a: c = m? e a: b = n? e тас 
(b, c) = 1, entáo b e c sáo quadrados perfeitos. 


Prova: Se ac = т? e ab = п? > abc = (mnY. Agora seja p um fator primo 
que divide b então p não divide c (pois mdc(b,c) = 1), então o fator p aparece 
um número par de vezes no segundo membro, e um número par de vezes em 
a”, logo p tem que aparecer um número par de vezes em b. Logo b é 
quadrado perfeito. Analogamente, c é quadrado perfeito. 


Agora vamos ao nosso problema: 

3x? + x = dy? + y > y? = 3х2 – 3y? + x — y = (x — y) : (3х + Зу + 1) 

Зх? + x = dy? + y => x? = 4x? — 4y? + x у = (x— у): (Ax + Ay + 1) 

Agora seja d = тас (3x + Зу + 1, 4x + 4y + 1). Como d | (3x + 3y + 1) e 
d|(4x+4y+1) > dj 4-(3x + Зу + 1) – 3-(4х + 4у + 1) > d]1 

Logo, а = 1. Portanto, pelo lema, x — у ё quadrado perfeito. 
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Questáo 3 (Baltic Way 1995) 


Prove que sen*18%+sen?18"= > 
Solugáo 
É facil ver que sen18° = cos72°. Temos também que: 


соѕ216° = 4с05272° — 3cos72? (pois cos3x = 4cos? x — 3cos x) 
cos144° = 2cos?72? — 1 (pois cos2x = 2 cos?x — 1) 
Dai temos que: 


sen^18? + sen?18° = š < cos272° + cos272° == © 
+ 2.с05216° + 4.cos144? + 6.с0572° + 4 = 1 0 
< –2.с0536° — 4.cos36° + 6.с0572° + 4 = 1 = 


<= 6(cos72? — cos36?) = – 3 < cos72? – cos36° = - o 


o o о 260 
o -2sen TH sen HZ > — 2sen54? : ѕеп18° = -5 o 


ѕеп54° - sen18? - o 


2-sen54° -sen18? -2.c0s54%cos18% ѕеп108° -sen36% _ 1 
4-cos54º.cos18º 4-cos54°.cos18° 4 


o 
= —, pois sen108? = cos18? e sen36? = cos54º. 
Questáo 4 (Croácia 2005) 


Prove que existe um múltiplo de 
apenas por algarismos 2 e 5. 


22995 que tem 2005 digitos e é formado 
Solugáo 


Seja A, = 2, A; = 52, A4 = 552, e assim por diante. Tal construcao se faz da 
seguinte forma: Сотеса com 2 que é divisivel por 2. E entào seguisse a 
seguinte regra: 


i) 2, se2"' | An. 
ii) 5 caso contrário. 


Provemos por indução que 2" | A, 
i) Paran = 1 ë valido. 
ii) Suponhamos válida a propriedade para n = k 
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2^| A, (H.L) 
til) Vamos mostrar que vale рага п = К + 1. 


Se 2^" |A,, então An», = 2:10" + A, que é divisivel por 2""*, pois 2:10" e A, são 
ambos divisiveis por 2”* 


Caso contrário, Ane: = 5:10" + A, = 5"'*«2^) + 2", em que | é um nümero 
impar. Assim, Aq = 5"* (2^) + 2^4 = 2"«(1 + 5") que é divisivel por 2"*', pois 
(I + 5) é par. 


Em qualquer caso, temos que 2° Anis. Assim 229%|A;oos. 


Questào 5 (Austria 2005) 


Encontre todos os naturais a, b, c tais que a + b + c = mmc (a, b, c). 

Soluçào 

Suponhamos, sem perda de generalidade, que a b < c, dai c < a + b + c < Зс, 
dai mmc (a, b, c) = 2c ou 3c. Se mmc (a, b, c) = 3c, entáo с? = 3с, logo c= 
O ouc=+ V3 absurdo. E se mmc (а, b, c) = 2c = a + b + c, logo a + b = с. 
Dai ттс (a, b, c) = 2с = 2(a + b). Dai 2b < mmc (a, b, c) < 4b, logo ттс (a, b, c) 


c 
= 3b ou 4b, daí 2c = 3b ou 2c = 4b. No primeiro caso, temos b = É ea = e 


с Зс = Е 
no segundo caso temos b = 2' logo a- о: absurdo, logo as solugóes sáo 


(a, 2a, 3a) em que a é natural e suas permutações. 


Questáo 6 (Cone sul 1993) 


Em um tabuleiro de xadrez 8 x 8, estáo escritos ordenadamente os números 
de 1 a 64. Na primeira fila, da esquerda para a direita, estáo os números de 1 
a 8; na segunda fila, da esquerda para a direita, estáo os números de 9 a 16, 
etc. Colocam-se sinais + ou — a cada número, de maneira que em cada fila 
haja 4 sinais + e 4 sinais –, o mesmo ocorrendo para cada coluna. Depois 
somam-se os 64 números obtidos. Ache os possiveis resultados desta soma. 


Solução 


Coloque na primeira linha: 0 + 1, 0 + 2 +... + 0 + 8; na segunda linha: 8 + 1, 
8+2+..+8+8,...na oitava linha: 56 + 1, 56 + 2, ..., 56 + 8; dai teremos na 
primeira linha 4 zeros com sinais + e 4 zeros com sinais -, na segunda linha 4 
oitos com sinais + e 4 oitos com sinais -, na terceira linha 4 dezesseis com 
sinais + e 4 dezesseis com sinais -, ..., na oitava linha 4 cinquenta e seis com 
sinais + e 4 cinquenta e seis com sinais —, na primeira coluna 4 um's com 
sinais + e 4 um's com sinais -, na segunda coluna 4 dois com sinais + e 4 
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dois com sinais -, ..., na oitava coluna 4 oitos com sinais + e 4 oitos com 
sinais -, logo a soma é sempre zero. 


Questáo 7 (Bulgária) 
Seja p(x) um polinómio do segundo grau tal que: 
р(0) = cos? 109, p(1) =cos10º-sen? 10% e р(2) = 0 
Calcule o valor de 243 -p(3). 
Solução 


Seja p(x) = ax? + bx + с. Como p(0) = cos*10º, temos que c = cos?10*. 

Como p(1) = cos10º-sen?10º > a + b = cos10º-sen?10º – cos?10*. 

Como p(2) = 0 => 4а + 2b + cos*10%=0 > 2а + 2(a +b) = - соѕ210° > 

2а = – cos*10° — 2(cos10°-sen210° — cos*10°) = — 2cos10°-sen?10° + cos?10*. 

p(3) = 9a + 3b + c= 2:(2a) + (4a + 2b) + (a+ b) + c=2 (- 2:cos10* sen^10? * 
+ cos’ 10?) + (-cos" 10?) + (cos10º-sen“10º — cos 10?) + cos" 10? = 

— 3:cos10º-sen?10º + cos*10°= —3-cos10°-(1 — cos?10º) + cos 10% = 

= 4:cos 10% — 3-cos10° = cos 30° = Y 


> 248-3) «248.23 з 


Nota: Nesse problema foi usada a fórmula cos 3x = 4 cos? x — 3 cos x. 


Questáo 8 (Bulgária 2003) 


Considere todas as "palavras" formadas por a's e b's. Nestas palavras 
podemos fazer as seguintes operações: Trocar um bloco aba por um bloco b, 
trocar um bloco bba por um bloco a. Podemos fazer também as operações ao 
contrário. É possivel obter a sequência baaa...a à partir da sequência aaaa... 
aaab, onde cada sequência tem 2003 a's. 


Solução 

Seja P(A) = a soma das posições dos a's. Note que P(A) é sempre impar, 
pois: 

Operação 1: bba > a 

Neste caso, a posição dos a's antes do bloco bba não se altera e a posição 
dos a's após o bloco bba diminuiu em 2. 

Ex aaabbabaa — P(A)=1+2+3+6+8+9=29 

Após a troca — aaaabaa > 
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>P(A)=1+2+3+(6-2)+(8-2)+ (9-2)=29-6=23 

Operação 2: a — bba 

Neste caso. a posição dos a's antes do bloco bba não se altera e a posição 
dos a's após o bloco bba aumenta em 2. 

Exemplo aaabbbababab > P(A)=1+2+3+7+9+11=33 

Após a troca aaabbbabbbabab > 

> Р(А) =1+2 +3 +7 + (9 + 2) + (11 + 2) = 33 + 4 = 37 

Орегас̧ао 3: aba — b 

Neste caso, a posição dos a's antes do bloco bba não se altera e a posição 
dos a's após o bloco bba diminui em 2. Além disso, são retirados dois 
números da forma К, k + 2, cuja soma é sempre par. 

Exemplo: aababababba > P(A)=1+2+4+6+8+11=32 

Após a troca — aabbbabba > 

> Р(А) = 1 + 2 + (8 – 2) + (11-2)= 18 = 32- (4 + 6) – 4. 

Obs: Neste caso foram retirados os números 4 е 6. 


Operacáo 4: b — aba 


Neste caso, a posição dos a's antes do bloco bba não se altera e a posição 
dos a's após o bloco bba aumenta em 2. Além disso sáo acrescentados dois 
números da forma k, k + 2. 

Exemplo: aabababab > P(A) =1+2+4+6+8=21 

Após a troca — aabaabaabab > 
>P(A)=1+2+4+(5+7)+ (6 + 2) + (8 + 2) = 37 

Obs: Neste caso, foram acrescentados os números 5 е 7. 

Em qualquer caso, após a operacáo somamos ou subtraimos um número par 
ao P(A). 

Assim, é impossivel chegarmos a posição aaa...b, pois, 

P(aaaa...b) = 1+2+3 +... + 2003 = 2004, 2003 que é par, enquanto que 


P(baaa...a) = 2 + 3 + ... + 2003 + 2004 = NES que é impar. 


Questao 9 (Espanha 2000) 
Prove que nào existe nenhuma fungáo f: N — N tal que f(f(n)) 2 n + 1. 


Solugáo 

Suponhamos, por absurdo, que exista uma f tal que f(f(n)) = n + 1, para todo n 
natural. 

Lema: Existe um t natural tal que f(t) > t. 

Prova: 
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Suponhamos, por absurdo, que f(x) = b « x, para todo x natural, entáo f(f(x)) = 
=f(b)<b=>x+1<b<x, absurdo! 

Vamos trabalhar esse t. Se f(t) = b > f(f(t)) = f(b) 2» t + 1 = f(b) > f(f(b)) = 
=f(t+ 1) >b+1=f(t + 1). 


Provaremos, por inducáo, que f(t + k) = b + k, para todo k natural. 
i) Para k = 1, vale a propriedade, pois b + 1 = f(t + 1). 
ii) Suponhamos a propriedade válida para k = s 
f(t* s) 2 b * s (H.l.) 

iii) Vamos provar que vale рагак = s + 1 

f(t + s) = b + s >f(f(t + s)) = f(b + s) =>t+ s + 1 = f(b + 5) > 

=> f(t+ s + 1) = f(f(b + s)) > f(t + s + 1) = (b +s + 1) 
Portanto vale a propriedade para todo k natural. 
Temos então que se c > t > f(c) = f(t + (c-t) 2b*c-t 
Temos f(t + k) = b + k > (+ k)) = f(b + k) >t+k+1=b+(b+k-t=> 
> 2t + 1 = 2b, absurdo! (pois o primeiro lado é impar e o segundo é par). 


Questão 10 (Espanha 1999) 
Sejam a, b, c, números reais náo nulos, tais que a + b + c = 0. Mostre que se 


Lala M кышк AE а. 
a b c arbe ~ 1989 m p 1999 T (1999 ^ 41999 | 1999 , 1999" 
Solução 
1 1 1 1 ; A 
Se —+—+— =— . Tirando o mmc e fazendo meios pelos extremos, 
a b c a+b+c 
temos: 


(a + b + c) (ab + ac + bc) = abc > 

> (a + b) (ab + ac + bc) + c (ab + ac + bc) = abc > 

> (a + b)(ab + ac + bc) + abc + ac? + bc? = abc > 

> (а + b)'(ab + ac + bc) + c^(a + b) = 0. 

(a + b) (ab + ac + bc + с?) = 0 > (a + b)(a + c)(b + с) = 0. 


(a + р) = 0 ou at+ec=0o0ub+c=0, logo а = – о оиа = ~ с ои 
р= ~ с. 
Faremos o caso a = — b (os outros dois casos sáo análogos). 
z 1999 _ 1999 _ 1999 |, 1 1 LES 
Se a = — b, temos que a = (– b) =-b"" ai 21999 " press * cues ^ 
с 
Е 1 x 1 RAE 1 _ 1 š 


=- —— t—  —— 7 — Y — A > @ = ——ə— 
p1999 pu (1999 c 1999 a1999 , 1999 + 01999 —p!939 +p199 + С1999 
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1 


= aes 
с'999 


1 1 1 1 
Portanto —— + —— t —— = — 
a1999 p!999 c 1999 a 1999 + b1999 + c1939 


Questáo 11 (Banco do Cone Sul) 


TES i z ou 


Demonstrar que se x, y, z sáo reais positivos entáo: * 
y+z X+Z у+х 2 


Solugáo 


x 2 
ro a 


у+2 X+Z y+X 


4 
1+ = ze = ЕЕЕ 
yz X+Z y+x) 2 2 


> cvs . + 1 —— pio 


4 
' 


> [нууу +) +(х+ 2] 


1 2 9 
+ + 2-2 
Y+Z X4+Z y+x) 2 


e [rar juo > 


> а+ь+о).[2+ +2 |> onde a = x + y, b = y + z, с= х + z, o que é 


verdade por M.H < M.A. 


Questáo 12 (Rússia 1998) 


Existem números de n algarismos M e N onde todos os algarismos de M 
sejam pares, todos os algarismos de N sejam impares, cada um dos 


algarismos de 0 a 9 ocorrendo exatamente uma vez entre M e N e tais que M 
divide N? 


Solugáo 
SeM|N > МК = М, absurdo, pois М.К é par e N é impar. 


Conclusão: Não existem M e N que satisfaçam às condições do problema. 
Obs: Ao fazer esse problema pensei em uma variante desse problema: 
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Questáo 12.1 


Existem números de n algarismos M e N onde todos os algarismos de M 
sejam pares, todos os algarismos de N sejam impares, cada um dos 
algarismos de 0 a 9 ocorrendo exatamente uma vez entre M е М e tais que М 
divide M. 


Solução 

M=0+2+4+6+8=2(mod9) 

N=1+3+5+7+9=7(mod9) 

N | M = МК = M > 7K = 2 (mod 9) > K = 8 (mod 9) > K > 8. Mas 
N > 13579 > N-K > 10°, logo M possui mais de 5 algarismos. 

Questáo 13 (Espanha 1995) 

Seja p um número primo. Encontre todos os pares (x, y) tais que p-(x + y) = xy. 


Solução 


Como p-(x + y) = xy, e p é primo, então p|x ou ply, logo p-a = x ou p:b = y, onde 
a, b são inteiros. No primeiro caso temos: 


pipaty)=pay = (ра+у) =ау = уа 1) =ра= у=. 


Como тас (a, a — 1) = 1, então a — 1р, logoa ~ 1 = + 1, ou a — 1 = + p, assim 
as soluções são (0, 0), (2р, 2p), (р(р + 1) (р + 1), (p(1 — р), (р ~ 1)) 
respectivamente. E por simetria ((р + 1), p(p + 1)), ((р – 1), p(1— p). O 
segundo caso ё análogo. 


Questão14 (Bielorússia) 


Sejam a, b, с números reais positivos tais que a? + b? + с? = 3. Prove que 
1 1 1 3 
+ —— + >= 


1«ab 1+ас 1+cb 2° 


Solução 


Por M.H < M.A, temos que онуна (1e 1). Fazendo x = 1 + ab, 
X y z 


1 1 1 9 
y =1+acez= 1 + bc, temos que + ——+ >—.n.. 
1+ab 1+ас 1+cb 3+ab+ac+bc 


Como g(a-bf «5 b- cy + (c -ay 20 = a? +b? + c2 > ab + ac «bc. 


M C "M EM 
l+ab 1+ас 1+cb 3+ab+ac+bc 3+а2+Ь2+с2 2 


Logo 


60 3 Soluções do capitulo 1 


Questáo 15 (Espanha 1985) 
Seja n inteiro positivo. Prove que (n + 1)(n + 2) -...: (2n — 1) 2n é divisível por 2”. 


Solugáo 


Faça por indução: 
i) Para n = 1, temos que 2 | 2. 
ii) Suponha válida a propriedade para n=k, isto é, (k* 1)(k*2)... 2k é divisive 
por 2” (Н.І). 
iii) Provemos que vale paran = k + 1. 
(K*2)(k*3) ... 2k:(2k+1)(2k+2) 
Dai temos dois casos a analisar: 
Primeiro caso: se k for par. 
Neste caso, (k + 2)(к + 3)..2k «(2k + 1)(2k + 2) tem os mesmo fatores 2 de 
(k + 1) (k + 2)... 2k com o acréscimo de pelo menos um fator 2 de 2k + 2. 


Segundo Caso: se k for impar. 
Neste caso, (к + 2)(k + 3)... 2k-(2k + 1)(2k + 2) tem os mesmo fatores 2 de 


(k + 1)(К + 2)... 2k com o acréscimo de um fator 2, pois retiramos o k+1 е 
acrescentamos o número de 2k + 2 = 2 (k + 1). 


Questáo 16 (Estados Unidos 1979) 


Determine inteiros não negativos (пу, пу, ..., N44) tais quen? + n +... + nj, = 1599. 
Solugáo 

n é par, n=2q, sendo q um número natural, daí n 4164“, о que deixa resto 
zero na divisáo por 16. E зе, n é impar n=2p + 1, onde p é um número natural, 
dai п“ = 16p* + 32р? + 24р? + 8p + 1 = 16(p* + 2p?) + 8p(3p + 1) + 1. Assim, 
Se p é par, 16(p* + 2р? ) + 8p(3p + 1) é múltiplo | de 16, já que 8р е múltiplo de 
16; se n é impar, 3p + 1 é par. Logo, 16(p* + 2p*) + 8p(3p + 1) é múltiplo de 16. 
Em qualquer caso, temos que nº deixa resto zero ou 1 na divisão por 16. 


Logo, (n + (ng +... + (пз) tem resto entre 0 е 14 na divisáo por 16; 1599 
tem resto 15 na divisão por 16. Portanto, a equação não tem solução. 


Questão 17 (IMO 1975) 


Sejam n = 4444“ A a soma dos dígitos de n e B a soma dos digitos de A. 
Calcule a soma dos dígitos de B. 
Solução 


Note que 4444 < 10º, ou seja, (4444)^** < (10%. Logo n tem menos de 
17776 dígitos. Como A < 9:17776 = 156984, A < 10°. Assim, B < 54 e a soma 
dos dígitos de B é no máximo 13. 
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Agora temos n = 7 (mod 9) > п? = 7? = 1 (mod 9) > (n? )'*' = 1 (mod 9) > 


= 14443 = 1 (mod 9) > п“ = 7 (mod 9). E como n = А = B (mod 9), temos que 


В = 7(mod 9).Desse modo, a soma dos dígitos de B é 7. 


Questao 18 (Putnam 1948) 


Seja n um nümero inteiro positivo, prove que: | vn +Vn+ 1| = | van + 2). 


Solução 

Lema: Para todo n natural V4n +1 < Vn + Jn «1 < J/4n +3. 
Prova: 

Primeira Parte: Provar que Y4n+1< Vn +/п +1 

Prova: 


Como os números sáo todos positivos, podemos elevar ao quadrado, isto é, 
Мап+1 < Jn +/п+1 «= 4п + 1 «2n 4 + 24n-(n«1) n< Jn-(n+1) oque 
é verdade. 

Segunda Parte: Provar que /4n+3 > Vn + n «1. 


Prova: 
Como os números sáo todos positivos, podemos elevar ao quadrado, isto é, 


Мап+3 > Мп +п+1 о 4п + 3 > 20+ 1 * 2/n-(n«1) on+1> fn. (n+1 o 


que ё verdade. 


Como v4n+2 e V4n+3 não são inteiros, pois um quadrado perfeito é 
congruente a O ou 1 módulo 4, logo | Van +2 | = | vn +n +1] = | van " 8|. 


Questào 19 (Suécia) 

Sejam x, y, z números inteiros positivos tais que х? = z, y? = x, z* = y, prove 
quex=y=z=1. 

Solugáo 

Vamos analisar 3 casos: 

Caso 1: x = Máx (x, y, z) 

Como x’ = z, logo y x 1, portanto y = 1. 

Сото z* = y > z = 1, portantox = y = z = 1. 

Caso 2: y = Màx (x, y, z) 

Analogamente ao caso 1, temos como solução apenas x = у=2 = 1. 
Caso 3: х = Мах (x, у, 2} 

Analogamente ао caso 1, temos como solução apenas x = у= z = 1. 
Solugáo: ((x, y, 2) = (1, 1, 1)} 
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Questão 20 (Torneio das Cidades 1993) 


Três pilhas de caroços são dadas sobre uma mesa. É permitido adicionar ou 
remover de uma pilha um número de caroços que é igual à soma do número 
de caroços das outras duas pilhas. Por exemplo, [12, 3, 5] pode tornar-se 
[12, 20, 5] pela adição de 17 = 12 + 5 para a pilha de 3 ou tornar-se [4, 3, 5] 
pela remoção de 8 = 3 + 5 caroços da pilha com 12. 


É possível, iniciando com pilhas possuindo 1993, 199 e 19 caroços, conseguir 
uma pilha vazia depois de uma sequéncia de operações permitidas? 


Solução 


Como os 3 números iniciais são ímpares, qualquer movimento vai ser 
adicionado ou subtraído um número par ao número já existente, logo os 3 
números serão sempre impares, portanto sendo impossivel termos uma pilha 
sazia. 


Questão 21) (IMO 1970) 


=ncontre todos os n naturais com a seguinte propriedade: O conjunto 
C=(nn+1,n+2n+3,n+4,n+ 5) pode ser dividido em dois 
subconjuntos А e B tais que AU В = Се А с B = б e o produto dos 
elementos do conjunto А é igual ao produto dos elementos do conjunto В. 


Solução 


Sejam a o produto dos elementos de A e b o produto dos elementos de B. Se 
n=0,2,3,4, 5, 6 (mod 7), teremos exatamente um número (a ou b) com fator 
7, portanto teremos o produto dos números (a ou b) sendo múltiplo de 7 e outro 
que não é múltiplo de 7, absurdo. Se п = 1 (mod 7), então ab = 12345626 
(mod 7). Entretanto, se os dois conjuntos tivessem produtos iguais, teriamos 
аб = 1:1 = 1 (mod 7) ou ab = 22 = 4 (mod 7) ou ab = 33 = 2 (mod 7) ou 
ab = 4:4 = 2 (mod 7) ou ab = 5-5 = 4 (mod 7) ou ab 8 66 = 1 (mod 7), em nenhum 
caso temos ab = 6 (mod 7). Portanto, isso é impossivel. 


Questáo 22 (Cone Sul 1992) 
Prove que nao existem x, y, z inteiros positivos tais que x° + y? = 3z’, 
Solucao 


Vamos analisar os casos: 
Sejam (a, b, c) uma solugáo, entáo: 


Caso 1: x e y nào sáo múltiplos de 3. 


Neste caso temos que x? = 1 (mod 3) e y? = 1 (mod 3), logo x? + y? = 2 (mod 3), 
absurdo, pois 32° é múltiplo de 3. Logo neste caso não há solução. 
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Caso 2: Um dos números é múltiplo de 3 e o outro náo é múltiplo de 3. 
Neste caso temos que х? + yz 1 (mod 3), absurdo, pois 32? é múltiplo de 3. 


Caso 3: Os dois números sào múltiplos de 3. 


Neste caso suponhamos, por absurdo, que (a, b, c) seja uma solugáo onde a é 
mínimo. Então a = 3m, b = Зп, logo 9m? + 9n? = Зс? 
Se c é múltiplo de 3, então c = Зр. Assim temos que 9m? + 9n? = 27p? => m? + 


п? = 3p’, absurdo, pois m < a. Logo a equação não tem solução. 


Questáo 23 (Rússia 1968) 
Qual o maior dos números: 31'' ou 17117 


Solugáo 


Note que 17 > 2^, logo 17'^ > 2% e 31 < 25 logo 31" < 255, assim 17** > 2% > 
> 2% > 31", portanto 17** > 311. 


Questáo 24 (Estados Unidos 1976) 

Encontre todos os inteiros a, b e c tais que а? + b? + c? = ap? 

Solução 

Vamos analisar os casos: 

Sejam (a, b, c) uma solução, então: 

Caso 1: Três números impares. 

Neste caso temos a? + b^ + с? = 3 (mod 4) e ab? = 1 (mod 4), absurdo!!! 
Caso 2: Dois números impares e um número par. 

Neste caso temos a? + b? + c? = 2 (mod 4) e ab? = 0 (mod 4), absurdo!!! 
Caso 3: Dois números pares e um número impar. 

Neste caso temos a? + b? + с? = 1 (mod 4) e ab? = O (mod 4), absurdo!!! 


Caso 4: Trés números pares. 

Neste caso suponhamos, por absurdo, que (a, b, c) seja uma solugáo onde a 
é mínimo, entáo а = 2m, b = 2n e c = 2p, dai е fácil ver que (m, n, p) também 
é solugáo, onde m « a, absurdo!, logo a única solucáo é (0, O, 0). 


Questáo 25 (Russia) 


Sejam a, b, c, d números reais positivos, tais que abcd = 10. Prove que: 
а? + b° + c^« а? + ab + ac + ad + bc + bd + cd > 10. 


Solugao 1 


Seja S = а? + b^ + с? + d? + ab + ac + ad + bc + bd + cde T = a? + b? + +? 
Como M.A 2 M.G, temos que: 
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c Ya? -b? .c? .d? -ab -ac -ad -bc -bd -cd 
Logo S > 10. 
Solugao 2 
Como M.A 2 M.G, temos que: 


ab cd ac +bd 
E > 


a-b-c-d =ab+cd 22 a-b-c-d = ac + bd 22 


berad bu bbita a = т > Ма? Ыс? d > T>4 


Somando as parcelas membro a membro temos que: 


a? + b? + c? + d? + ab + ac + ad + bc + bd + cd > 10. 


Questão 26 (São Petersburgo 1998) 

Em quantos zeros pode acabar o numero 1" + 2" + 3" + 4” para n natural? 
Solucáo 
A resposta é 2. Para п = 1, temos 1" + 2" + 3" + 4" = 10; para n = 2, temos 1° 
+ 2^4 3" + 4^2 30e sen = 3, temos 1" + 2^ + 3" + 4" = 100. 


Se n > 3, nào podemos ter 3 ou mais zeros, uma vez que 2" e 4” sáo múltiplos 
de 8. 


E 1" + 3” = 2 (mod 8) se n é par e 1" + 3" = 4 (mod 8), se n é impar, portanto 
17 + 2^ + 3" + 4" não é múltiplo de 8, assim não pode ser múltiplo de 1000. 
Questáo 27 (Espanha 2008) 

Qual o maior dos números: 999! ou 500°, Justifique. 


Solugao 1 
Seja A = 999! e B = 500°”, então 


A. [ 500-499) 500-498 -498 Y 500 — 500-497) [ке ESE 
B 500 500 — 500 500 500 , 


-(- 2 i-e - x). (+ Sos t+ Soo )(1+ 298) 
. 500 500 500) ` 500) 500 500 


A a 


logo A < B. 
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Solugao 2 


Por média aritmética maior ou igual à média geométrica (neste caso a 
desigualdade é estrita, pois os termos sáo diferentes), temos que: 


1000-999 
1+2+...+999 > 999172....998.999 > — 2 —— >%%/1:2.....998-999 > 
999 999 


= 500 > ?991.2....998.999 = 500??? > 9991 


Questáo 28 (Moldávia 1999) 
Ache todos os números reais X4, X2, ..., X1999 tais que: 

1*0u)22x; 1 + (х2)? = 2х3; 1 + (X3)? = 2x4 .. 1+ (X1900)" = 2X1. 
Solugao: 


Claramente x4, X2, .... X1999 São todos positivos, logo por M.A > М.С temos que: 
1+ (x1)? 22x, = x; 2x; 
1+ (хә)? > 2х) > X32X2; 
1 + (x3)? 2 2х3 > X4 2 Хэ; 
1 + (X1999) 2 2X1999 => X1999 2 X, = Хү > X2 2... 2 X1997 2 X1908 2 X1999 2 X1 
=> X4 = X2 =... = X1998 = X1999 = а. 
Daí temos que: 
1+ (a)? = 2а > а = 1, logo a única solução ёх; = X2 =... = X1999 = 1. 


Questáo 29 (Leningrado 1989) 
Existem п > 2 números náo-nulos escritos em um quadro. Podemos escolher 


б: : b a a е 
dois números а e b е trocá-los por at e De . Prove que, após feito um 


movimento, não podemos obter os números iniciais novamente. 


Solugao 


Sejam a, b números iniciais, após o movimento teremos а+5 е b-2. dai 
РА `2 `2 
Б а 5 
note que [a+ | elg) = (a? +b?), portanto a soma dos quadrados 
Patas? Ë 


dos números sempre aumenta após cada movimento, logo nào podemos 
voltar aos números iniciais. 
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Questáo 30 (Balcánica) 


Prove que o número 11...1122...225, formado por 1997 algarismos 1 е 1998 
algarismos 2, é um quadrado perfeito. 


Solugao 

11...1122...225 = eS 
= 5 + 2:10 + 2.102 + 240? + 240º +... + 241099 + 440799 + 1.10% + 
1-102 4 444099 = 54 25 (10199 _ 10) + 15 ‚ (103998 _ 197899) = 


2 
= 5 + 101999 = Í 4084 101999 + 25) = ig +5) 
9 3 


Questao 31 (Torneio das cidades 1985) 


Na ilha de Camelot vivem 13 camaleóes roxos, 15 verdes e 17 amarelos. 
Quando dois de cores distintas se encontram, тидат simultaneamente para 
i terceira cor. Poderia haver a situação na qual todos tenham a mesma cor? 


Solugáo 


Sejam г = quantidade de camaleóes roxos; v = quantidade de camaleões 
verdes e a = quantidade de camaleões amarelos. Temos 3 casos a analisar: 


Caso 1: Há o encontro de um camaleão verde e um roxo. 

Neste caso, antes do encontro tinhamos a, r, v e após o encontro teremos 
a+ 2, г— 1, у — 1. Assim as diferenças são: 

Antes a -r = k e depois (а + 2) – (r— 1)=k+3 

Antes a- v = їе depois (a + 2) – (у – 1) 2t* 3 

Antes v—r = se depois (у – 1) - (r2 1) = s 

Em qualquer caso, a diferença ou fica inalterada ou aumenta em 3. 


Caso 2: Há o encontro de um camaleáo amarelo e um roxo. 

Neste caso, antes do encontro tinhamos a, r, v e após o encontro teremos 
a—-1,r—1,v + 2. Assim a diferenças são: 

Antes a -r = k e depois (a - 1) – (г~ 1) =k 

Antes a- v = te depois (a — 1) (v + 2) =t-3 

Antes v -r = s e depois (v + 2)—(r-1)=s+3 

Em qualquer caso, a diferença ou fica inalterada ou aumenta ou diminui em 3. 


Caso 3: Hå o encontro de um camaleão verde e um amarelo. 

Neste caso, antes do encontro, tinhamos a, r, v e após o encontro teremos 
a-1,r+2,v- 1. Assim as diferenças são: 

Antes а – г = k e depois (a — 1) -(r+2)=k-3 

Antes a — v = te depois (а – 1) – (у – 1) = t 
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Antes v -r = s e depois (v – 1) – (r+2)=s-3 

Em qualquer caso, a diferença ou fica inalterada ou aumenta ou diminui em 3. 
Assim, o resto da divisão por 3 das diferenças não se altera após qualquer 
uma das 3 operações. Inicialmente temos r = 13, v=15e a= 17, ааіа – г = 4, 
a-v=2e v-r=2. Se chegarmos em algum momento a ter todos com a 
mesma cor, então teriamos dois valores (dos 3 valores a, r, v) sendo zero. 
Portanto a diferença seria zero, absurdo, pois nenhuma das diferenças iniciais 
é múltiplo de 3. 


Questão 32 (Balcánica) 
Sejam x, y números inteiros tais que: 
x? + у? + (x+y)? + 30xy = 2000. 
Prove que x + y = 10. 
Solucáo 
x? + y? + (x + y)? + 30xy = 2000 > 
= y + x° + y? + 3x°y + 3xy? + 30xy = 2000 > 
> 2-(x? + у?) - 3x°y — 3xy? + 30xy = 2000 > 
> 2-(x? + y?) - Зх?у — 3xy? + 30xy — 2000 = 0 > 
> 2109 + у?) — 1000] - 3xy-(x + y — 10)=0> 
> (x + y — 10)-[2-((x + у) + 10-(x + у) + 100) – 3xy] = 0 > 
> (x + y — 10) = 0 ou [2-((х + y)? + 10-(x + y) + 100) – 3xy] = 0. 
Note que 2-((x + y)? + 10-(x + у) + 100) – 3xy] > 0, pois 2-((x + y)? + 10-(x + у) + 
+ 100) – 3xy] = 5 p) + y? + (x + yY] + (x + 10)? + (y + 10), logo (x + y - 10) = 0, 


assim x + y = 10. 


Questão 33 (Hungria-Israel) 

Encontre todos os inteiros positivos x, y tais que 5* — 3! = 16. 
Solugáo 

É fácil ver que 5* = 1 (mod 3) se, e somente se x é par, logo x = 2a. 


Analogamente 3” = 1 (mod 4) se e somente se y é par, assim y = 2b. 
Assim 5*— 3! = 16 > (5* – 3?) (5* + 3°) = 16. 


Dai os únicos inteiros cujo produto é 16 sáo (1, 16), (2, 8), (4, 4), (8, 2), (16, 1). 


Como (5° — 35) < (5? + 3°), temos que (5° — 3°) = 1 ou 2, dai (5* + 3°) = 16 ou 8 
respectivamente. 


Resolvendo estes sistemas, temos a=b= 1, logo x = y = 2. 


68 3 Soluções do capitulo 1 


Questáo 34 (Asian Pacific 1998) 


Mostre que náo existem inteiros positivos a e b tais que (36a + b) - (36b + a) 
seja uma poténcia de 2. 


Solugao 1 


Se (36a + b)(36b + a) é uma poténcia de 2, entáo (36a + b) e (36b + a) sao 
poténcias de 2 maiores que 36. 

Dai (36a + b) e (36b + a) sáo pares, logo a e b sáo pares. Agora seja S o 
conjunto de pares (a, b) tais que (36a + b)-(36b + a) seja uma potência de 2. 
Se S nào é vazio então S possui um par (a, b) tal que a é minimo. Como a e b 
são pares, então a = 2c e b = 2d, logo 4 · (36 c + d) (36 d + с) é uma potência 
de 2. Temos então, (36 c + d)(36 d + c) é uma potência de 2, onde c <a, 
absurdo! 


pe uçáó 2 


Suponhamos, por absurdo, que existisse tal solução (a,b) e esta fosse 
d = mdc(a,b). Essa solução leva a = dA e b = dB, onde тас (A,B) = 1, dai 
(36 c + d):(36 d + c) = а? (36 A + В)-(36 B + A). 

Note que d é uma poténcia de 2, pois se d tivesse um fator impar, entáo 
(36c + d) (36d + c) teria um fator ímpar, absurdo. 

Então (36A + B)(36B + A) е uma potência de 2 o que leva a (36A + В)=2" е 
(36B + А)=2", onde т > 5 e n > 5; logo, 23(36А + В) е 25|(36В + A); 
portanto, 2°|(36A + В) + (36B + А) = 37(A + В). Ou ѕеја, 25|(A + В). 

Assim, (A + В) é раге тас (A, B) = 1. Se А e В são ímpares, (36A + В) e 
(36В + A) sáo impares, absurdo! 


Questáo 35 (Bélgica) 


4 4 -3-:6 99 1 
Prove que: ae tm — — € s: 


15 2486 100 10 


Solução 


Primeira Parte: Provar que UR NER AL 


$e <—. 
246 100 10 


Prova: 
Seja B=2.4.£. 98 e Ando: e 99 
357 99 246 100 
Note que A < B, pois 
3 25 4 99 100 100 10 
Obs: Nesta parte, usamos o seguinte fato: TT ia 


n+1 n+2 
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Tal fato é verdade, pois (n + 1) (n + 1) > n · (n + 2). 


Segunda Parte: Provar que Ed Qs. ЭЗ 


15 246 100° 
Prova: 
2 4 3 
Seja В < 2A, pois — <7, s «— 4 ЗВ < E Temos, entáo, que: 
3 


rea m = 


99 5 
A-B<2A > А > — > А > —. 
200 15 
Questao 36 (Torneio das cidades 1994) 


Sejam а, b, c, d quatro inteiros positivos, tais que ad = bc. Prove queat b + с + а 
nào pode ser primo. 


Solugáo 


a-(a + b + c + d) = a° + ab + ac + ad = а? + ab + ac + bc = a(a + b) + c(a + b) = 
= (a + b) (a + c). 
Se (a + b + c + d) fosse primo, 
(a+b+c+d)la+b ou (a+b+c+d)ļ|a+c, 
o que seria impossivel, uma vez que: 
a+tb<a+b+c+de a+c<a+b+c+d. 
Logo, a + b + c + d é composto. 


Questáo 37 (Baltic Way 1997) 
Encontre todas as triplas (a, b, c) de inteiros náo-negativos satistazendo 
a 2b > c e tais que a? + 9b? + 9с = 1997. 
Solucao 
1997 = 1 (mod 9) > а? = 1 (mod 9) > a= 1, 4, 7 (mod 9). 
13? = 2197 > 1990; a « 13, а= 1, 4, 7, 10. 
Considerando que < 7 e que a > b > c, 
а? + 9b? + 9c < 7? + 9-72 + 9-7 = 847 < 1997, 
a = 10 ë a única possibilidade, dai 9b? + 9c = 990. Como 10 > b > c, temos 


que 9b? + 9c < 990. Seb = c = 10, a tripla (10, 10, 10) ë única solugáo. 
Questao 38 (África do Sul) 


Resolva a equação: 36х* + 36x! - 7x?-6x-1=0. 


Solugao 


Por inspeção, é fácil ver que —1 é raiz. Então 36x^ + 36% – 7x? — 6x — 1 = 0 ë 
divisivel por x + 1. Dividindo 36x^ + 36x? — 7x? — 6x — 1 por x + 1, temos como 
resultado 36x? — 7x + 1, ои seja: 

36x* + 36x? — 7x? - 6x — 1 = (x + 1) (362 – 7x + 1) = 0 > 
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> (x + 1) - [36% — x) – (6x - 1)] = 0 = (x + 1) [x(36x* — 1) - (6x- 1)]=0> 
= (x + 1) - [x(6x — 1)(6x + 1) – (6x — 1)] = 0 > (x + 1)(6x - 1)(6x -x- 1) 202 


1 1 1 
>X=-1 ou x=-— OU X=-— OU X=-. 
6 3 2 


Questáo 39 (Grécia 2002) 


2002 
Prove que 2002! < (290° ) é 


Solução 1 


2002 
2002! « E e» 22002.2002! < (2003) <> 


= 22992.2002 ! < 2003-2003-2003:...-2003 (2002 parcelas 2003). 
Note que: » 
A = (21%1)(2%2)(2%-3)(2*.4)-(2%-5)-(2-6):(28-7)-(27-8)(2* 9) .. 
(2 415)(2%-16):2%-17) .. (2%-31)(2%-32)-(2%-33) .. (25-62)-(2*63) .. 
.. (24-125)-(27-126) .. (23:250)-(22:251).. (22:500)-(21:501) .. 
.. (2*-1001)(1:1002)(1:1003) .. (1:2002) 
é menor do que (2003)? pois cada uma das 2002 parcelas é menor do que 
2003. Logo, 
21995.2002! = А < (2003)299?. 
Note também que: 
2:(1002-1003) = 2004-1003 = (2003 + 1)-1003 = 
= 2003-1003 + 1003 «2003-2003 = 2003-1003 + 2003-1000; 
2-(1004 - 1005) = 2008-1005 = (2003 + 5)-1005 = 
= 2003-1005 + 5-1005 < 2003-2003 = 2003-1005 + 2003-998; 
2-(1006:1007) = 2012-1007 = (2003 + 9)-1007 = 
= 2003-1007 + 9-1007 < 2003-2003 = 2003-1007 + 2003-996; 
2:(1008-1009) = 2016-1009 = (2003 + 13)-1009 = 
= 2003-1009 + 13-1009 < 2003-2003 = 2003-1009 + 2003-994; 
2:(1010-1011) = 2020-1011 = (2003 + 17):1011 = 
= 2003-1011 + 17-1011 < 2003-2003 = 2003-1011 + 2003-992; 
2:(1012-1013) = 2024-1013 = (2003 + 21)-1013 = 
= 2003-1013 + 21-1013 < 2003-2003 = 2003-1013 + 2003-990; 
2:(1014-1015) = 2028-1015 = (2003 + 25):1015 = Г 
= 2003-1015 + 25-1015 < 2003-2003 = 2003-1015 + 2003:988; logo 2”. 


2002 
А <(2003)%% Assim 2002! < ES . 


) 
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Solução 2 


Provemos, por indução, que: 2": n! < (n + 1)” para todo n natural п > 1. 
i) Para n = 2, temos 2?2! < (2 + 1); 
ii) Suponhamos a propriedade válida para n - k, isto é, 
2"! < (k + 1)* (H.I) 

iii) Vamos provar que vale para n = k + 1; 

2k + 1) = (25 kl) 2(k + 1) < (k + 1*2 {k + 1) = 

Я k+2 1 
=2(k+ 1)"' < (k + 2) pois f(k) = “£—=————— note que 
( ) ( ) р ( ) (К + 1)" (+k +1)! q 

f (2) > 2, 1 e f é crescente para todo К > 2, logo vale a desigualdade. 

Solução 3 


Por média aritmética maior ou igual à média geométrica (neste caso a 
desigualdade é estrita, pois os números são diferentes), temos que: 


1+2+... + 2001+2002 > 20027.2....2001-2002 > 


2002 
2003-2002 
— Es 2002 2003 а 
> —£—>%/1.2....-2001-2002 = 2002!<|2=° | . 
2002 2 


Questão 40 (Ucrânia 1999) 


Mostre que o número 9999999 + 1999000 é composto. 


Solução 


9999999 + 1999000 = 10? – 1 + (2 · 10° — 1) - 10? = 
= 9-10° + 10% -1+2-10% — 10° = 
3-102-(3-102 — 1) + 3-108 10° + 3-109— 1 = 
3-10°-(3-10° - 1) + 3-10°(10° + 1) - (10° + 1) = 
3:10°-(3-10° -1) + (3-10% — 1)-(10° + 1) = 

(3:10? — 1)-(3-10? + 10º + 1) = 2999-4001. 


Questáo 41 (Russia 2002) 


Um numero de 4 algarismos é escrito em um quadro negro. As operações 
permitidas sáo: adicionar 1 a dois digitos vizinhos (caso nenhum deles seja 9) 
ou subtrair 1 a dois digitos vizinhos (caso nenhum deles seja 0). É possivel 
obtermos 2002 a partir do número 1234 utilizando algumas operações? 


Solucáo 


72 3 Soluções do capitulo 1 


Note que em cada uma das operações o resto na divisão por 11 fica 
invariante. Após cada operacáo, somamos ou subtraímos um número da 
forma 10" + 10" = 10" - (10 + 1) = 11 - 10”. Como 2002 = 0 (mod 11) e 
1234 = 2 (mod 11), é impossivel chegarmos ao número 2002. 


Questão 42 (Singapura 1988) 


Calcule: 
ES E A 1 э SERE NINE 
1/2 +21 3/2+2/3  4/3+3/4  98/99+99/98 100/99 «99/100 


Solugao 


1 1 
ke1 Jk k- kot (к +1) к +kyk?(k +1) 


vk+i-vk _ 1 1 
= ————=—- , logo a soma vale 
Ken dk kat 


1 1 
Ce «9 les 


[= 1 )+(4- Ж TEN M 2 23 )+ | 1 5) 5% 
FAR Jy) "es Jo 99 100 10 1 
Questáo 43 (Argentina 2008) 
Ache todos os nümeros reais x, tais que 

L2x] + L3x.] + L7x] = 2008 
Solugao 
Seja f(x) = L2x] + 13x] + [7х]. Se f(x) = 2008, então x > 0 e f é não- 


— Note quel2x] «2x <|2x] + 1, L3x] < Зх «l3x] - 1, L7x]<7x< 
< [7x] + 1. Somando as desigualdades, temos L2x] + [3х] + L7x] < 2x + Зх + 
7x <L2x]+13xJ+L7x]+ 3. 


2008 
Se f(x) = 2008, entáo 2008 < 12x < 2011. Logo 201 in 


Calculemos Gi 22007 e (21) = 2010. 


Agora façamos g(x) = [2x]. Note que g é crescente, о 25598) =3м е 


12 


(227). 335. Зе —— entáo g(x) = 334 ou 335. 
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Fazendo h(x) = L3x] nota-se que h é crescente e of 205" | = 502 e 
( 2041) = 502. Se 2008 <х< 2 entao h(x) = 502. 
12 12 12 
Р 2008 
Considerando t(x} = [7х], nota-se que t é crescente e u TX 21171 e 


¡EMBA se 2008 < x 2011 então t(x) = 1171, 1172, 1173 
12 12 12 


Рага que f(x) = 2008, temos duas possibilidades: 334 + 502 + 1172 ои 335 + 
502 +1171. 


Caso 1: g(x) = 334 e t(x) = 1172. 


335 
Se g(x) = 334, então 334 < 2x < 335 > 167 < х < v e se t(x) = 1172, entáo 


1172 < 7x < 1173 > H exe I, 


Dai 


S, 


(2008 <2011) 335' 1172 1173) 1172 335 
< -<sx<— = 5 


( 
la 12 2) PSSS < ds 7 


Caso 2: g(x) = 335 e t(x) = 1171. 


Se g(x) = 335, entáo 335 < 2x < 336 > = < x < 168. 


1171 1172 
< x 


Se t(x) = < — 
(x) 7 
Dai 
jo (335 zx «468 lal 71; excl o. 
\ 12 de I 7 


zs 117 
A solugáo é LU <х< > onde x ë um número real. 
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Questáo 44 (Argentina 1997) 


E : 1 А А | 
Ache todos os números naturais п tais que ls] Seja um nümero primo. 


Solucào 

Vamos usar congruéncia módulo 5: 

Caso 1: n « 0 (mod 5). 

Neste caso, n = 5a > Q^ = ба? > [+ 5-а? Logo, Hd é primo 
se e somente se a = 1, istoén= 5. 

Caso 2: n = 1 (mod 5). 


Neste caso, n = 5b + 1 = Zn = 25b° + 10b + 1> 


| 1 2 | | 1 2 2 1 2 | 

=-n* | =| —(25b*° + 106 + 1) | =| 5b* + 25+— | = 5b* + 2b = b(5b+2) é primo 
[s 82907 100.1] [вот dis 

se e somente se b = 1 ou 5b + 2 - 1. Portanto, a única possibilidade para este 


caso é n = 6, que de fato é solucáo, já que |; =7, 


Caso 3: n = 2 (mod 5). 


р 
Neste caso п = 5c + 2 = ¿n= 256 + 20с+4= 


zn |= 1 250? +10с +4)!=! 5c? MINES + 4c = c(5c + 4) é primo 
5 5 ] L 5] 
se e somente se с = 1 ou 5с + 4 = 1, portanto a única possibilidade para este 


: Ed : „11 21 
caso seria n = 7, que não é solução, pois | —-n | = 9. 


L5 
Caso 4: n = 3 (mod 5). 


Neste caso n = 5d + 3 > n= 25d? + 30b + 9> 


=| $n |ва +300+1)|-| 50? +60+5 |= 52 +6d+1=(d+1)(5d+1) 


é primo se e somente se а + 1 =1 ou 5d + 1 = 1, portanto a única possibilidade 
para este caso é n= 3, que de fato é solução. 


Caso 5: n = 4 (mod 5). 


Neste caso n = 5m+4> =n? = 25m? + 40m +16 > 
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11 | 
=! — | 

[5 1 
é primo se e somente se m + 1 = 1 ou 5m +3=1. 


[41 
nº |-| smt +40m+ 16) |=| 5m? + Bm e O =5m? +8m+3=(m+ 1)(5m+3) 


Portanto, а única possibilidade para este caso é n = 4, que de fato é solução. 


Questão 45 (Cone Sul 1996) 
Considere a sequência de números reais positivos ag, a1, а, . . . definida por: 
1 эб 
ам = a, — para todo inteiro n 2 0. 
а 


n 
Mostre que, para qualquer de valor de ap, sempre se tem азоо > 63. 


Solucao 


Bnet = a, + — = (Anes) = (aq)? + [5] + 2 = (a? = (а)? (ы) | = 
an 


n 


m 
TNI 


> (a)>2=2 1. 


(az)? = (ay)? + (5) +22 00'>2+2=4=2:2 
a 


(аз)? = (az)? + (3) +2>(89)>4+2=6=2:3,... 
а2 
Procedendo dessa maneira, temos que, de modo geral,(a,)* > 2n. Provemos 
por indugao: 
i) Vale para n = 1, 2, 3. 
ii) Suponhamos a propriedade vale para n = k. 
(a > 2 
iti) Vamos mostrar que vale paran = К + 1. 


(a...) = (ax)? + (5) +2>2k+2=2(k +1) 
ak 

Logo, vale a propriedade para todo n natural. 

Assim, (алов) > 2: 1996 > (21096) > V3992 > 63. 


Questao 46 (Argentina 1998) 


| |х| x 


Determine todos os valores da expressão: xX-¡Z¡-¡—¡-¡—= | 


E 13] L6 


Solucao 
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x |x |06 28 X| 256. 4] X 
Not a= +1 <—<|—|+1 |=|s=<|=|+1. 
ote que | 2] MEIN d | ES H ls] 
Multiplicando cada uma por —1 e somando-as, temos: 
JxLIxLIxlu x x x. [xt [xl 1x1. 
1217131 le] 2 3 e" 12] [3] Le] 


Somando x à expressáo, temos: 


„1% bel talo os x xs eL xd ls] y 
L2] T3] 16}? 23 6 [2] [3] [6] 
Definindo f(x) = x ZH E EHI f(x) 20 > f(x) — 3 > 0 < f(x) < 3. 


Note que se 0 < x < 2, entào f(x) = x. O intervalo [0, 2) està na imagem. 


Entretanto, se x = 5 + r, em que 0 < r < 1, entáo B =2, B =1e H =0, 


f(x) = 2 + r, e a solução será [0, 3). 
Questáo 47 (Rioplatense 2005) 


A A AA A 
Encontre todos os números n, tais que n possa ser expresso na forma 
n=k+ 2| vk | +2, e k seja um inteiro náo negativo. 


Solução 
Definindo a, =k + 2| Kk | * 2, note que: 


ao = 2, а, = 5, аз = 6, as = 7, a, = 10, as = 11, ag = 12, ау = 13, as = 14, ag = 17. 


Dá para desconfiar que somente os números t? — 1, t? nào sáo dessa forma, 
sendo t natural. 


Vamos provar, por indugáo, a seguinte propriedade: seja 

Bo = (a; k e {0}, В, = (ax; k e (1, 2, 3}, В = (ax; k e (4, 5, 6, 7, 8), ..., 

Bm = ((m — 1% (m—1)* + 1, ..., m?— 1}, ... 

Note que se n varia dentro de um dos Bm | vk | é invariante, vale sempre m - 
1. Defina Cm = Bo y Bi B2U Ba... U Bm 


Provemos, por indugáo, que Cm é o conjunto de todos, os naturais menores ou 
iguais a (т + 1)? exceto os números da forma t° — 1, t, onde t < m + 1. 


Note C, = {2}, C; = (2, 5, 6, 7), Cs = (2, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 13, 14). Portanto 
vale a propriedade para os casos iniciais. 
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Suponhamos a propriedade válida para п = К: C, é o conjunto de todos os 
naturais menores ou iguais a (m + 1), exceto os números da forma t? — 1, Ё, 
sendo t<m+1. 


dai amy? 1= k?-2 e amy = К + 1 


Como dentro de Bos | Vk | é invariante, vale sempre k + 1; somente o k vai 


aumentando de 1 em 1. 


Como By, tem 2k — 1 termos, serão acrescentados ao conjunto todos os 
números де k? + 1 até k? + 2k — 1 = (k + 1? — 2. 


Logo, a propriedade é válida para k * 1. 


Questão 48 (Argentina 2004) 

Encontre todos os inteiros não-negativos a e b, tais que 3:2? + 1 = b? 

Solugáo 

3:23 + 1 =b? < 3:22 = b? — 1 = (b — 1)(b + 1), 

(b — 1) ou (b + 1) são múltiplos de 3. Dai, b = ЗК + 1 ou b = 35 – 1. 

Caso1: 0 = Зк + 1. 

Substituindo na equação, temos 3-2? = 3k-(3k + 2) = 2° = k(3k + 2). 
Consequentemente, k e 3k + 2 sáo poténcias de 2. 

Sejamk=2" e 3k + 2 = 2"; logo, 32^ + 2 = 2". 

Note que se n >1, então 2" > 2, 2" > 32^« 2 > 2" Assim, n = 0 oun = 1. 
Portantok=1ou К= 2; b=4o0ub=7 

Dessa maneira, a - 4 é a ünica solugáo. 

Caso 2: b= 35 – 1. 

Substituindo na equação, temos 32? = (3s)(3k – 2) => 2° = 5(35 – 2) Assim, s e 
35 – 2 sáo poténcias de 2. 

Sejas = 2? е 35-2 = 2*5; então 3:2 - 2 = 2%. 

Note que se p > 1, então 22 > 2 e 2%? > 3 . 2" — 2 > 2""'. Dessa maneira, p = 0 
оир = 1. 

Portanto, s = 1 ou s = 2. Logo, b = 2 ou b = 5; а = 0 ou а = 3 serão as soluções. 
Soluções: (a, b) = {(0, 2), (3, 5), (4, 7)). 


Questáo 49 (Mercosul 1997) 
Calcule a soma: [41] + | v2 | + | v3 | kait | 1996 | + | 1997 |. 


Solucao 
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Seja S = | vā }+| v2 |+| 8 |+... +] /1996 |+| 41997 |. 
Observe que se K<x< (k + 1y, entáo | vx |= К. 


É fácil ver que de k? até (К+ 1y- 1, temos 2k * 1 nümeros naturais. 


Entáo: 
5= 1:3 +2:5 + 3-7 +... + 43:87 + 44((1997 - 44?) + 1] = 
2 (5:55:97. 3 (a3) (44) +44 62 = 58542 


Nota: Para calcular essa soma, note que cada parcela, exceto a ültima e da 
forma n(2n + 1) = 2n* + n, use a fórmula da soma dos quadrados 


Em +1)-(2n+1) e a fórmula da soma dos n primeiros números naturais 


1 
--n-(n +1). 
2 (n +1) 


Questao 50 (Argentina 1995) 


Para cada inteiro positivo n, seja p(n) o nümero de pares ordenados (x, y) de 
inteiros positivos, tais que: 


1.1 1 


===, 

X y n 
a) Determine p(n) para todo n e calcular p(1995). 
b) Determinar todos os pares n tais que p(n) = 3. 


Solugáo 

141 1 x+y 1 2 2 
a) =+==- =— = n:(x + y) = х: — n:x — ту + ху + n“ = n“ e 
o RR ar” (x + y) = xy > y + xy 
(xn) (y - п) = n°. 


Sendo p(n) = número de divisores de п?, р(1995) = 81, uma vez que: 
19952 = 32. 52. 72. 19? 
b) Note que se п = tl, onde t é primo, entáo p(n) = 3. Porém, se n = t sendo 


k > 1, entáo p(n) > 5. E se n tem dois ou mais fatores primos, entáo p(n) é um 
nümero composto, náo podendo ser 3. 


p(n) = 3 se, e somente se, n = t', onde t é um número primo. 
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Questáo 51 (Torneio das cidades 1997) 
Sejam a, b inteiros positivos tais que a? + b? е divisivel por ab. Prove que a = b. 


Solucáo 
2:42 2 p2 2_ 2 
Como group é inteiro, азыр —2 é inteiro, o. inteiro. 
a 
2 
a-b 
Portanto, fera é inteiro. 
ab 
Seja а = тас (a, b); a=dmeb=d-n, em que тас (m, n) = 1. 
2 2 
a-b m-n 
Como ( ) é inteiro, entáo (mon ë inteiro 
ab mn 


Provemos que m = п = 1. 

Se m > 1, entáo existe um primo p, tal que p|m. Sendo assim, p | (m — п)? 
>pim-n > р | п, absurdo, já que o тас (m, n) = 1. Dessa forma, temos 
que т = 1. Analogamente, provamos que п = 1. 

Consequentemente, temos que m = n = d. 

Questao 52 (Eslovënia 2002) 


Achar o menor número natural que é soma de 9 naturais consecutivos, son. 
de 10 naturais consecutivos e soma de 11 naturais consecutivos. 


Solugao 

Seja n um número natural que satisfaz as condigóes do enunciado. Entáo: 
n=(k—4) + (k — 3) + (k — 2) + (K— 1) + (k) + (k + 1) + (k + 2) + (k + 3) + (k + 4) = 9k, 
sendo k número natural e n múltiplo de 9. Analogamente, n é múltiplo de 11. 

Da mesma forma, п = (t) + (t+ 1) + (1+ 2) + (t + 3) + (t+ 4) + (t+ 5) + (t + 6) + 
+ (t+ 7) + (t+ 8) + (t+ 9) = 10t + 45 = 5-(21 + 9). 

Portanto, п é múltiplo de 5:9:11 = 495. 

Note qualquer múltiplo de 495, o que náo satisfaz os dois primeiros números. 


O problema reduz-se agora a 5:9:11s = 5(2t + 9) = 99s = 2t + 9 
2t é múltiplo de 9: entào t = 9. Logo, o menor número natural que satisfaz as 


condições é 5:92:11, 
Questão 53 (Bielorússia 1998) 
Existem números inteiros x, y tais que 3x? — 2y? = 1998. 


Solugáo 
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Suponhamos, por absurdo, que exista um par (x, y) tal que зж? — 2у? = 1998. 
Como З | 1998 e 3] 3x?, entáo 3}2у?, portanto, 3 | y e y = 3a, sendo a 
inteiro. 


Зх? — 18а? = 1998 > х? – ба? = 666. 
Agora note que 3 | ба? e 3 | 666; o que será 3 | X, seguido de 3 | x Assim, 
X 7 b, sendo b inteiro. Temos entáo que 9b? — ба? = 666 > 3b? — 2а* = 222. 


Agora note 3| 3b? e 3 | 222, logo 3 | 2a?. Em seguida, temos 3|a. Assim, 
a = Зс, onde c é inteiro. 


Logo temos que 362 – 18с? = 222 = Ы? – 6с? = 74. 


Agora note que 2 |6 с? e 2/74, o que leva a 2 | b?. Assim, b = 2d, sendo d 
inteiro. 


Logo temos que 4d? — 6a? = 74 > 2d? — 3a? = 37, absurdo, pois 37 = 1 (mod 3) 
e 2d? – За? = 0 ou 2 (mod 3). 


Essa equação nao tem solução. 


Questáo 54 (Inglaterra 1995) 


Prove que [(тп)]? é divisivel por (m!) -(n!"**, para quaisquer m, n naturais. 
Solucao 
Lema: O número de formas que podemos dispor m:n pessoas em m grupo de 
(mn)! 
n!(m!)^ ` 
Prova: Primeiro colocamos as m:n pessoas em uma fila com m'n espaços, 
como mostra o exemplo abaixo: 
((01). (2), .... (m), ((m + 1), (m + 2), ..., (2т)}, ..., (mnm + 1), (тп — m + 2), ..., (mn). 


Cada uma das m-n permutações dá origem a uma divisão das pessoas em n 
grupos de m pessoas, porém a ordem das pessoas dentro de um grupo é 
irrelevante e também a ordem dos grupos é irrelevante, logo devemos dividir 
esse número por: m!-m! ... m!-n!, onde aparece m! n vezes, logo a resposta é: 


n pessoas é 


(mn)! 
n!(m!)' 
Agora vamos ao nosso problema: 
mn)! ..,. mn)! БОКУ e C el 
Pelo lema, (mn) ë inteiro e AAA também é inteiro. 


тути)" т!(п!) 
(mn)! | (mn)! 
nm)” min)” 
para quaisquer m, n naturais. 


Logo, é inteiro e [(m - п)!] é divisível por (m!)^*"- (nt)""', 
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Questão 55 (Torneio das cidades) 


Existe alguma potência de 2, da qual seja possivel rearranjar os digitos e 
obter uma outra potência de 2? 

Solução 

Lema: Não podemos ter duas potências de 2, A e B. com a mesma 
quantidade de algarismos, uma vez que A = B (mod 9). 

Prova: 

Sen=6q > 2" = 1 (mod 9), pois 2º = 1 (mod 9) 

Sen=6q+1>2"=2 (mod 9), pois 2º = 1 (mod 9) 

Se n = бд + 2 = 2" = 4 (mod 9), pois 2º = 1 (mod 9) 

Se n = ба + 3 > 2" = 8 (mod 9), pois 2° = 1 (mod 9) 

Se n = 6q + 4 > 2” = 7 (mod 9), pois 2º = 1 (mod 9) 

Se n = 6q + 5 > 2" = 5 (mod 9), pois 2? = 1 (mod 9) 

Se 2! = 2' (mod 9), entáo t — r = 6s, s sendo um número natural. 


Se A e В tem o mesmo número de digitos A < 2. Bé impossivel que eles 
tenham a mesma congruéncia módulo 9, o que prova o lema. 


Agora suponhamos, por absurdo, que B é obtido a partir reordenação dos 
digitos de A. Entáo A = B & C (mod 9), sendo C a soma dos digitos de A. 

A e B possuem a mesma quantidade de digitos e A = B (mod 9), absurdo, 
pelo lema. 


Questáo 56 (Bélgica 1991) 


Mostre que 111...111, formado por 1991 algarismos 1, não é um número 
primo. 


Solucao 
111...111 = š (101% — 4) = g (0 = 1)(10°9° + 1). 


996 996 


Note que a O — 1) é inteiro, pois 10 = 1 (mod 10) e 10%” + 1 também é 


inteiro, ambos maiores do que 1. Logo esse número é composto. 


Questão 57 (Bélgica 1992) 
Se n é inteiro positivo, encontre o maior inteiro positivo k tal que 2" | 3^ + 1. 


Solução 
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Claramente, n = 1 e k = 2 são a solução. Note que К não pode maior que 2, 
pois 3" = 1 ou 3 (mod 8) > 3” = 2 ou 4 (mod 8) > 3" + 1 = 2 ou 4 (mod 8). 


Questão 58 (Moldavia 2002) 


Encontre todas as soluções reais da equação: Мх = 2x? -1+ 2x41 X. 
Solugao 

1-x'20—5-1sxs1. 
odemos então fazer x = cos a, em que 0 < a < п. Assim, temos que: 


— ! = 
i) V1-x = Vi-cosa = y2sen? 3 = 2 sen? (como O s a < m, temos que 


sen? € 2 senX.). 
2 2 


ii) 2x? — 1 = 2 cos? а — 1 = cos 2a. 


iii) 2xV1— x? = 2 cosa sena = sen2a (como 0 < a < x, temos que ysen?a = 
7 sen a). 


Dai temos que V1—x = 2x2 1 + 2x41- х2 > V2sen? = cos 20 + sen 2a > 
== \ 
> J2sen= = J2sen| 2a + X | 5 sen = sen| 2a + = |. 
2 4 2 4 


Temos dois casos а analisar. 


Caso 1: 2«+^ =лт-©®+2кл. 
4 2 


РА Е TEM = фе Se aK e como 0 < a < п, temos que ЕС 
4 l1 7] 10 10 
é a única solução. 
Caso 2: 20 + = © +2Кл 
4 2 
Loa -n+ 8kx E 
ил Se TEENS E eT e como 0 <a < m, temos que não há 


solugáo. 


SE La Зл 
Logo, а única solução é x = cosa 
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Questáo 59 (Bélgica 2005) 

Encontre todos os inteiros positivos n tais que Vn + Jn + 2005 seja inteiro. 
Solugáo 

Antes de fazer o problema provemos o seguinte lema. 


Lema: Sejam a, b números racionais, entáo Ја + Jb é racional se, e somente 
se, Ja e Vb são racionais. 


Prova: Se Ya + Jb é racional, entáo = Ya – Jo е racional, 


É + EE 
(Ya - Jb) (Ya + vb) =2Ja é racional. Consequentemente, Ja também é 
racional. 
Analogamente, Vb também é racional. Se Ја e vb são racionais, então a 


soma va + vb também é racional, pois a soma de dois números racionais é 
sempre um número racional. 


Agora vamos a nossa questão: 


М + /n+2005 é inteiro Pelo lema, Jn e уп + 2005 são racionais, e 


particularmente Vn é natural. Portanto, n é quadrado perfeito, uma vez que 
qualquer raiz inexata é irracional. Dai temos que: 


= /n+2005 > q*- р? = 2005, 
Logo: (q ~ p)'(q + р) = 2005. Como 2005 = 5.401,(q — p) = 1 e (q + p) = 2005 
ou (q — p) = 5 e (q + p) = 401. 
Resolvendo estes sistemas, temos: (p, q) = ((1002, 1003), (198, 203)). As: 
n = 10022 ou n = 1982. 


Questáo 60 (IMO 1959) 


1 
Mostre que para todo n natural, a fraçao га 
14п+3 


é irredutivel. 


Solugáo 

Lema: Sejam a, b números naturais, assim como os números naturais q, r tais 
que a = bq + r, onde 0 < r < b, então тас (a, b) = тас (6, г). 

Prova: Sejam m = тас (a, b) e n = mac (b, г). 

m = тас (a, b) 2 тја e ml|b = та — bq > mir, 

dai m|b e mir. Logo, m|mdc (b, г) = n. 

Como n = тас (b, r) = n|r e n|b = n|bq + r > nia, 

n|b e nla. Dai, n[mdc (a, b) = m. Logo, піт. 

Como mln e піт, então m =n. 
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Pelo lema, temos que: 
mac (21n + 4, 14n + 3) = тас (14n + 3, 7n + 1) = mac (7n + 1, 1) = 1. 


Questáo 61 (Holanda 1998) 


Encontre todos os números reais x tais que: 
(x + 1995) (x + 1997) (x + 1999) (x + 2001) + 16 = 0. 
Solucáo 


Faça у = (x + 1998), então temos que (y — 3) (y - 1)-(у + 1)(y + 3) + 16 = 0 = 
= (у? — 9)(у*- 1) + 16 = 0 = у*— 10y? +9+16=0>(y-5=0>y=:2 452 
= x+1998 =+ /5 = x = 1998 + 45. 


Questão 62 (Lituânia 2006) 


Sea+b+0=0, prove que: (2—2 + Sia, ara) É Өү b EL. J-s 
a 


b с b-c с-а b-a 
Solugáo 
Lema: Se a + b + c = 0, então: a? + b? c? = Забс. 
Prova: 


i) Sea+b+c=0> ab + ар? + abc = 0 (multiplicando por ab) 
i) Se a + b + c = 0 > а?с + ас? + abc = 0 (multiplicando por ac) 
iii) Se a + b + c = 0 = b?c + bc? + abc = 0 (multiplicando por ab) 
Somando as 3 temos: (a?b + ab? + a°c + ac? + b’c + bc?) = — 3abc` 
Como se a + b + c = 0. Se (a + b + c)? = 0 a? + р?+ c? + барс + 3(a?b + ab?^« 
+a’c + ac^* b?c + bc?) > a? + p? + с? = 3abc. 
Agora vamos ao problema. Tirando o mmc na primeira expressáo, teremos: 
a?b — b?a - a?c + c?a - b?c + c?b 
abc 
Tirando o mmc na segunda expressáo, teremos: 
(-a? - b? - c? - Забс + a?b + b^a + a?c + c?a + 2с «c?b) _ 
((b - c)(c - aY(a - b) 


-9abc 
a?b - рѓа - a2c + с2а - b2c + c2b ' 


Nesta última igualdade usamos *, e o lema, logo o produto ë 9. 
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Questáo 63 (Putnam 1986) 


1020000 
Determine o digito das unidades de = 
3+10 | 
Solucáo 
Faça х = 10% е y = (-3). Fatorando, temos que: 
x200 EN y^ = (x = yal? + xy ++ xy’? + y). (i) 
Definindo: 


3200 , 4920000 
la att = (101 199 (49100198, з, ¿10100 3198 3199 рог (i), 
+ 


esse numero é inteiro. 


20000 3200 9200 


Note que | é a parte inteira de ——— pois ——=———<1 

9 з+10'%@' POS 310190 ^ 3, 1999 
Novamente рог (i), temos que: 
(101%, 200 -(- Eyes 
= [10799 — (-3)] - [(101%0у'%® + (10799) 198 (3) +... + Cio y Ese logo 
| = (-3)? (mod 10), logo | = (-3)'% = 381)" = -27 = 3 (mod 10). 


Assim, o dígito das unidades é 3. 


Questáo 64 (Banco do cone sul) 

Prove que todo inteiro é a soma de cinco cubos. 

Solugáo 

Lema: Todo múltiplo de 6 pode ser escrito como soma de 4 cubos. 

Prova: Se x é múltiplo de 6, então x = 6k = (k + 1)? + (-k)® + (-K) + (k - 1). 
Exemplo: Como escrever o 18 como soma de 4 cubos? 

Neste caso temos k = 3, dal 18 = 4? + (-3)° + (-3)? + (2) 

Sabemos que um numero deixa resto 0, 1, 2, 3, 4, 5 na divisáo por 6. 


Note que: 

x = 6q = 6k + 03 

x = 6q + 1 = 6k + 13 

x = ба + 2 = 6(s + 1) + 2 = 6k + 23 

x = 6q + 3 = 6(r + 4) + 3 = 6k + 32 

x = 6q + 4 = 6(p — 2) + 4 = 6k + (—2)° 
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x = 6q + 5 = 6(t — 1) + 5 = 6k + (219 


Caso 1: Se x deixa resto zero na divisào por 6 

Neste caso basta completar com zero 

Exemplo: Como escrever 30 como soma de 5 cubos? 

Pelo lema temos que k = 5,logo 30 = 6° + (- 5)? + (- 5)° + (4) 
Acrescentando o zero fica 30 = 6° + (- 5)? + (-5)° + (4)? + o? 


aso 2: Se x deixa resto 1 na divisão por 6 
Neste caso basta completar com 1 
Exemplo: Como escrever 37 como soma de 5 cubos? 
Pelo lema temos que К = 6, logo 36 = 7? + (-6)° + (- 6)° + (5)° 
Acrescentando o 1 fica 37 = 7° + (- 6 + (- 6 + (5 + 1? 


Caso 3: Se x deixa resto 2 na divisáo por 6 
Neste caso basta completar com 2 
Exemplo: Como escrever 32 como soma de 5 cubos? 


Temos que k = s + 1, assim s = k — 1 = 4, logo pelo lema 24 = 5° + (- 4 + (- 
4)? + (3)° 


Acrescentando o 2 fica 32 = 5° + (- 4 + (- 4 + (3)? + 2? 


Caso 4: Se х deixa resto 3 па divisáo por 6 
Neste caso basta completar com 2 
Exemplo: Como escrever 33 como soma de 5 cubos? 


Temos que k = r + 4, assim r = k — 4 = 1, logo pelo lema 6 = 2° + (-1)° + (-1)° 
+ (0)° 


Acrescentando o 3 fica 33 = 2? + (19 + (Cy * (0)? + 3° 


Caso 5: Se x deixa resto 4 na divisáo por 6 
Neste caso basta completar com - 2 
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Exemplo: Como escrever 34 como soma de 5 cubos? 

Temos que k = p - 2, assim p = k + 2 = 7 , logo pelo lema 42 = 8? + (-7) + 
(-7)° + (6)? 

Acrescentando o - 2 fica 34 = 8° + (- 7) + (-7)° + (6)? + (- 2)° 


Caso 6: Se x deixa resto 5 na divisáo por 6 

Neste caso basta completar com - 1 

Exemplo: Como escrever 35 como soma de 5 cubos? 

Temos que k = t - 1, assim t = k + 1 = 6 , logo pelo lema 36 = 7° + (-6)? + (-6)° 
+ (5)° 

Acrescentando o -1 fica 35 = 7° + (— 6)? + (6) + (5)? + (1) 

Questáo 65 (Banco do cone sul) 

Ache todos os inteiros m e n tais que: 2" — 3" = 1. 

Solugao 

Primeiro caso: m 2 0. 

Se m 2 4, então 2" é múltiplo de 16 e 3° = 1, 3, 9, 11 (mod 16). Logo, nào hà 
solugáo se m 2 4. 

Verificando os casos m = 0, 1, 2, 3, verificamos que as soluções são n = 0, 1. 
Segundo caso: m < 0. 


Se n > 0, não há solução, pois 1 e 3" são inteiros e 2" não é E se n < 0, 
entáo: 

- Zm 497 = 27.3" 
o que é impossivel, pois o primeiro membro é impar e o segundo é par. 
Soluções: ((m, n) = (2, 1), (1, 0)). 


Questào 66 (Bélgica 1999) 


Determine todos os n naturais de 6 digitos (abcdef), sendo n = 107a + 10*b + 
+ 10% + 10% + 10e + f, tais que n = (def), ou seja, n = (10% + 10e + f). 


Solucao 


Pelo enunciado, temos que f° = f (mod 10). Assim, f = 0, 1, 5, 6. 
Vamos aos casos: 
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Primeiro caso: f = 0 
Se f = 0 = n = 0 (mod 10) > n? = 0 (mod 100) = e = 0 > n = 0 (mod 100) > 
> п? = 0 (mod 10000) > d = c = 0, logo n = 0, absurdo. 
Segundo caso: f =1 
п = (10% + 10e + f}? = 105a + 10°b + 10% + 10% + 10е + f = 
= 104d? + 2-10°d-e + 102-(2-0-е + e?) + 10-(2-e-f) + Ё, 
logo 2e = e (mod 10) > e = О(тоа 10) > e = 0 > d = 0, absurdo. 
Terceiro Caso: f = 5 
n = (10% + 10е + f)? = 109a + 10% + 10% + 1020 + 10е + f = 
= 40*d? + 2-10°d-e + 107 (2-d-f + е?) + 10(2:e f) + Ё = 
= 104d? + 2-10%d:e + 102-(2-d-f + e^) + 10-(2-e-f) + 25 = 
= 104d? + 2-10°-d-e + 10?-(2-d-f + e?) + 10-(2-e-f + 2) + 5 = e = 2 (mod 10) 
e= 2 = e? +2 = d = 6 > п = 625 ё uma solução. 
Quarto Caso: f = 6 


De maneira análoga ao terceiro caso, temos n = 376. 
Soluções: n = 141376 ou 390625 


Questáo 67 (Hungria) 


2 2 
Sejam a e b reais positivos tais que a + b = 1. Prove que: d < E m « da 
a+1 b+1 2 
Solugáo 
2 2 
Primeira parte: Provar que: 1 < ger ip. 
3 a+1 b«1 


Prova: Como M.A. > M.G, entáo, aea fab > 52 ab > ira 


a? a? b? b? 
Como a+b=1> ——2——— е —=——.ULol 
t а+1 2a«b bri 2b+a 9º 

a? А b за? b?__b*(2a+b)+(2b+a)a? _ 
a+1 b+1 2a+b 2b+a (2b + a)(2a +b) 
_ 2ab? +b? + 25а? +a? _ (2ab)(a+b)+(b+a)(b? -ab +a?) _ 

(2b + a)(2a +b) (2b + а)(2а +b) 
.(ab)*(-3ab)s(b-«af ^ 1-ab _ 1-ab _ t-ab 


(2b + a)(2a + b) (a+1)(b+1) (abra+b+1) (ab+2) 
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Como lip 22 (abs 2y 
4 4 


(ab+2) 94 3 


Novamente como = габ = —+ < -ab = 2 <1-ab > Tab 415.1 


а? gabe 1 
zd. 
ar b«1 2 
a? "Es 1 a? p? 1 
Prova: —— + — < — o ————4———«—c 
arl b«1 2 2a+b 2b«a 2 
> 2:(2b + aya? + 2-(2a + b):b2 < (2а + b) (2b + a) > 
> 4a?b + 2а? + 4ab? + 2p? < 2а? + 2b? + 4ab + ab o 
c» 4ab:(a + b) + 24а + b)(a? — ab + b?) < 2-[(a + Ы)? – 2ab] + 5ab < 


> 4ab + 2-[(a + Ы)? — 3ab] < 2 + ab < 2 – 2ab < 2 + 2ab > 0 < 4ab, o que é 
verdade, pois ab > 0. 


Segunda Parte: Provar que: 


Questáo 68 (Polónia 1992) 


Prove que para todo k natural, (k)! é divisivel por (ki). 
Solugáo 
E (mn)! ..,. E = 
Pelo lema da questão 54, temos que пт é inteiro. Fazendo m = k en = К, 
n 

zo REM ues AD 

entáo é inteiro. Fazendo m = n = k, temos que é inteiro, logo 
k!(k? 1)“ kk!) 

2 2 2 2 k2 2 yk: 
(K кл (к GO (k parcelas (к La ), dai 0 z é inteiro. 
кук кукук кукук kl(k!) кк!) (кт)к+к 

зү зу 2 ук з Ts 
Note que MEL QUEUE. AREE logo DIEM. é inteiro. 
(кту k!(k2 ye (ks (ki) 


Questáo 69 (Argentina 2000) 
Ache todos os números reais, tais que: x + 2y + 22 = хуг. 


Solugao 
Vamos dividir em 3 casos: 
Caso 1: x = max {x, y, 2}. 


Neste caso, temos que x + 2y + 2z < 5x > yz < 5, logo (y, z) e {(1, 1), (1, 2), 
(2, 1), (3. 1), (1, 3), (1, 4), (4, 1), (2, 2), (1, 5), (5, 1)]. 
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Fazendo as contas, as únicas soluções são (х, y, z) = {(6, 1, 2), (6, 2, 1), (4, 3, 1), 
(4, 1, 3)). 


Caso 2: y = máx (x, y, z). 


Neste caso, temos que x + 2y + 2z < 5y > xz < 5, logo (x, z) e {(1, 1), (1, 2), 
(2, 1), (3, 1), (1, 3), (1, 4), (4, 1), (2, 2), (1, 5), (5, 1)]. 


Fazendo as contas, as únicas soluções são (x, y, z) = (3, 5, 1), (1, 5, 3), (1, 7, 
3), (4, 5, 1), (2, 3, 2)). 


Caso 3: z = máx (x, y, 2). 


Neste caso, temos que x + 2y + 2z < 52 > Xy < 5, logo (x, y) e ((1, 1), (1, 2), 
(2, 1), (3, 1), (1, 3), (1, 4), (4, 1), (2, 2), (1, 5), (5, 1)]. 


Fazendo as contas as únicas solugóes sáo (x, y, 2) = ((3, 1, 5), (1, 3, 5), (1, 3, 
7), (4, 1, 5), (2, 2, 3)}. 


Questao 70 (Argentina 1997) 


Ache todos os números reais tais que: [19x + 97] = 19 + 97x. 
Solugáo 
Se x é uma solução, então 97x é inteiro, pois [19x + 97] e 19 são inteiros. 
Logo, x = onde a é inteiro. Note que x = 1 é solução. Por outro lado, 
como x é uma solução dessa equação, então: 
[19x + 97] < 19x + 97 «| 19x + 97] « 1. > 
> 19 + 97x < 19x + 97 < 19 + 97x + 1 > T xe dai E 


77.97 


«as97, 
em que a е inteiro, sendo entáo a = 96 ou a = 97. Substituindo na equagáo, 
vemos que estes dois valores satisfazem a equagáo. 
A 96 
Soluções: x = 97 ou х= 1. 
Questáo 71 (Putnam) 


Seja n um número natural, prove que existe um múltiplo de n que tem que 
conter na sua representação decimal todos os números de 0 a 9. 


Exemplo: 9234678105 é um multiplo de 5 que contém todos os algarismos de 
0 a 9. 
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Solucao 


Seja п um número natural com k dígitos, considere m = 1234567890-10*"', 
então m + 1, т + 2, ..., m + n formam um sistema completo de restos, logo 
existe um que é múltiplo de n. 


Questáo 72 (Rússia 1999) 
А soma dos algarismos de um inteiro positivo п escrito no sistema de 


numeração decimal é igual a 100 e a soma dos algarismos do número 44n é 
800. Determine a soma dos algarismos do número 3n. 


Solução 


Sejam a, az, ..., ax os algarismos de п e S(n) a soma de seus algarismos. 
Então, 44n = 40(açaz...a,) + 4(а,а;...а„) = 4( açaz...a;) (10 + 1). Logo, se os 
algarismos de 44n forem: 

4a, (4a, + 4а;), (483 + 4а), ..., (4a, + 4ax 1) e Fax, 
teriamos S(44n) = 8 · (а, + az +... + ax) = 800. 
Assim, se houvesse algum "vai-um”, a soma dos algarismos de 44n cairia. 
Deste modo, todos os algarismos de n são menores ou iguais a 2 donde os 
algarismos de Зп são За;, За, ..., Зак. Assim, S(n) = 3a,, 3a», ..., За, = 300. 


Questão 73 (Putnam 1972) 
Seja n um número natural, n > 1. Prove que n não divide 2-1. 


Solução 


Suponhamos, por absurdo, que exista um n natural tal que n/2” — 1. Seja p ип, 
primo, tal que ріп. Sendo тас (n, p — 1) = 1, logo existem x, y números 
inteiros tais que nx + (p — 1)y = 1. Novamente como mac (n, p — 1) = 1, temos 
pelo teorema Fermat que 2º! = 1 (mod p). Como n[2" — 1, temos que p|2" — 1, 
assim 2" = 1 (mod p). 

Dai temos que 2 = 2*'РУ = (2%(2P1)Y = 1:1 = 1 (mod p), absurdo, logo nào 
existe n tal que п[2" — 1. 


Questáo 74 (Ibero-Americana 1999) 


Seja n um inteiro maior do que 10, tal que cada um dos seus digitos pertence 
ao conjunto S = (1, 3, 7, 9). Prove que n tem algum divisor primo maior ou 
igual a 11. 


Solugáo 
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Antes de fazer o problema, vamos provar uns lemas. 

Lema 1: Seja t = 3°, então o penúltimo algarismo da representação decimal t 
é par. 

Prova do lema 1: 

3' = 3 (mod 10) 

3? = 9 (mod 10) 

3° = 7 (mod 10) 

3º = 1 (mod 10) 

A partir dai haverá um ciclo de 4 em 4, pois 3° = 1 (тоа 10). 

Agora vamos provar por indução o lema 1: 

i) n= 1, é trivial. 

ü) Suponhamos que seja válido para n = k. 

3* = 107h + 10x + r, onde x ë par. 
1) Vamos provar paran = k + 1. 
38! = 3(10%h + 10x + r) = 3-107h + 10-(3x) + 3r. 

Jai se r = 1, então 3º! = 3-10 + 10-(3x) + 3, e o penúltimo algarismo é par, 
pois 3x é par. 

Se r = 3, entáo 3 
3x é par. 

Se r = 7, entáo 3 
pois 3x + 2 é par. 
Se r = 9, entào 3 
pois 3x + 2 é par. 


Lema 2: Seja w = 7%, entáo o penúltimo algarismo da representaçào decimal 
w é par. 


** = 3-10%h + 10-(3x) + 9, e o penúltimo algarismo é par, pois 


*'! 2 3-10%h + 10-(3x + 2) + 1, ео penúltimo algarismo é par, 


К = 3-10%h + 10-(3x + 2) + 7, ео penúltimo algarismo é par, 


Prova do lema 2: 
7! =7 (mod 10) 


? = 9 (mod 10) 
7? = 3 (mod 10) 
^ = 1 (mod 10) 


A partir daí, haverá um ciclo de 4 em 4, pois 7* = 1(mod 10). 
Agora vamos provar por indução o lema 2: 
i) n=1,étrivial. 
ii) Suponhamos válido para п = К. 
7 = 10% + 10d + y, onde d é par. 
iii) Vamos provar para n = k + 1. 
71 = 3(10% + 10d + y) = 3-10% + 10-(7d) + y. 


Dai se y = 1, então 7º! = 3-10% + 10-(7d) + 7, e o penúltimo algarismo ё par, 
pois 7d é par. 
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Se y = 3, então 7**' = 3-10% + 10574 + 2) + 1, e o penúltimo algarismo é par, 
pois 7d + 2 é par. 


к+1 


Se y = 7, então 78! = 3-10% + 10-(7d + 4) + 9, e o penúltimo algarismo é par, 


pois 7d + 4 é par. 

Se y = 9, então 7*" = 3-10% + 10-(7d + 6) + 3, e o penúltimo algarismo é par, 
pois 7d + 6 é par. Isso prova o lema 2. 

Lema 3: Seja m um número natural tal que m = 3*7, onde a e b são 


números naturais; entáo o penúltimo algarismo da sua representagáo decimal 
é par. 


Prova do Lema 3: 

Vamos analisar 3 casos: 
Caso 1: а= b 

Neste caso temos m = (21)?. 


Vamos analisar congruéncia módulo 100. 

21! = 21 (mod 100) 

21? 2 441 = 41 (mod 100) 

21 = 212-21 = 41:21 = 861 = 61 (mod 100) 

21“ = 21°21 = 61:21 = 1281 = 81 (mod 100) 

21° = 214.21 = 81:21 = 1701= 01 (mod 100) 

A partir dai haverá um ciclo de 5 em 5, pois 21521 (mod 100). 
Em qualquer caso, temos que o penúltimo algarismo de m é par. 


Caso 2: a» b 

Neste caso, seja t = a — b, entáo temos que m = (2123! 

3'= 10s + r, onde s é pare r= 1 ои З ои7 оч 9е (21)? = 100c + 10d + 1, onde 
d e s sáo pares (pelo lema 1 e caso 1) daí temos que m = (2123! = (100c + 
+ 10d + 1):(10s + г) = 1000cs + 100cr + 100ds + 10аг + 10s + r = 100-(10cs + 
+ cr) + 10(dr + s) + r. Como d e s sáo pares, entáo o penúltimo algarismo de 
m é par. 


Caso 3: a«b. 
Prova análoga ao caso 2. 


Agora vamos ao problema: suponhamos, por absurdo, que exista algum n um 
número inteiro maior do que 10, tal que cada um dos seus digitos pertence ao 
conjunto S = (1, 3, 7, 9) tal que n náo possui nenhum divisor primo maior do 
que 11. 


Então п = 2?: 3. 58. 7 onde a, b, c, d sáo números naturais. 
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Note que a = 0 e c = O, pois se a £ 0, então n teria o ultimo digito par e se 
c £ O então n teria o último digito O ou 5. Logo n = 3*7? e pelo lema 3, о 


penúltimo algarismo de n é par, absurdo. Logo n possui um fator primo maior 
ou igual a 11. 


Questão 75 (Moldávia 2000) 


Os números inteiros a, b, c satisfazem à relação (a + b + c) = O Mostre que o 
número 2-(a* + b“ + с“) é um quadrado perfeito. 


Soluçao 1: 

i) (a+b+c)=0>a+b=-=c>a +b = с? -2ab 
i) (a + b + c) = 0 = c + b = — a = с? + b2 = а? — 2cb 
iii) (a + b + c) = О a + c = — b > a? + с? = 0? — 2ac 


(а? + b? + c2)2 = af + bf + c* + 2(a?b? + a?c2 + bic?) = 

= a! + b° + с + ab + ac? + pic? + a?b2 + ado? + b2c2 = 

= a + b° + c* + a?(c2 + b?) + bic + a?) + c2(a2 + p^) = 

= а“ + b“ + с“ + a? (a? — 2cb) + bYb? — 2ac) + c'(c^ — 2ab) = 
= 2(a* + b* + c") — 2abc(a + b + c) = 2(a* + b^ c^). 


ago o número 2(a* + b’ + с“) é um quadrado perfeito. 


Solução 2: 

1 3 2 TP" К 4 A 
Seja x + mx” + px + q = 0, um polinómio de terceiro tal que suas raízes sáo a, 
b, c. Dai temos que a b + c = — m = 0, ab + ac + bc = p e abc = - q. Assim 
temos que: 


(a + b + c)? =a? + b? + с? + 2(ab + ac + bc) > а? + b? + с? = -2p 
Por outro lado, temos que: 
a? + pa + q = 0 = a? = — pa — q (i) 
b° + pb + q = 0 = bš = — pb — q (ii) 
c + pc + q = 0 > a° = — pc — q (iii) 
Somando (i) + (ii) + (iii), temos que: 

a? + b? + c? = — p(a + b + c) — За = -3q 

Da mesma forma temos que: 
a‘ + pa’ + q = 0 > a^ = — pa? — qa (iv) 
bf + pb? + q = 0 = b“ = — pb? — qb (v) 
cf + pc? + q = 0 = c^ = — pc? - qc (vi) 


Problemas Selecionados de Matemática IME — ITA — Olimpiadas 


Somando (iv) + (v) + (vi), temos que: 
af + b*+ с“ = – pla? + b? + с2) - q(a +b + с) = 
Logo, temos que 2(a* + b“ + c^) = 4р? = (2p). 


Questáo 76 (Eslovénia 2001) 


— 1 
а) Mostre a desigualdade: Vn +1 – Jn < « 4n - /n-1. 
2Vn 
b) Mostre que a parte a da aL dade 


1 1 
ET mA 


onde m é um inteiro positivo é igual a 2m — 1 ou 2m – 2. 


1 


Solução 


— quo 3 
a) Primeira Parte: Provar que Jn «1- Jn <E 
vn 


п +1+/п 1 
Prova: /n+1-/n =D =; 
Vn+1+Vn “Ine i+ Vn 


Como Vivi vis aris vio die dfi mee zm r>- fic 


— 1 
Segunda Parte: Provar que Jn - /n-1> e 


Prova: Jn - Jn-1- мула. ak 


Como Jn-1<Vn=>Jn-1+Vn< ln RE di 


b) Pelo item a, temos que: 


JE fi asseio 


24A 
= 1 
Bem < 2- i 
1 
Уз — V3 ee < V3 — v2 


96 


Vm? - J-A+ т? po 
Jim? - Vm? < 
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< J-1+m2 - V-2 + m? 


-1«n? 


"mm 


€ 
< Ут? -J-14 m? 


Somando membro a membro, temos que 


пут ы AA ИЕ 
Jtem СЯ Б X T 5) т 


> 2(V1+m*)-2 T EPER 


cs 
à 
"eedem 


gel +. te = <2m > 2m 

Y Ya UU J | 
1 1 Cr 

2m, logo a parte inteira de 


1 


+ ES + Tr Š IE é 2m-1 ou 2m-2. 
m 


Questáo 77 (Espanha 1999) 


Mostre gue existe uma sequéncia Je inteiros positivos (a,, a>, аз, ..., an) tal 
que (a1) + (а) + (аз)? +... + (an)? é um quadrado perfeito para todo Ею 
positivo п. 
Solugao 


Seja S, = (ay)? + (a2)? + (аз)? +... + (ал). 


1 pls À 
Defina a, = 3, a, = 17, Vou provar que o an, definido dessa forma, é 


sempre par para todo natural n > 1. 
i) n=2, é obvio. 


ii) Suponhamos a propriedade válida para п = k. 


82, 23, ..., а, são todos pares 


iii) Vou mostrar que vale para n = k + 1. 


S, ~ 


акы = 


1 
‚ dai 5, = 1 (mod 4), logo ак.; é par. Logo a, é sempre par e 


inteiro para todo natural п > 1. 


Dai (a 
(1 + an) é sempre quadrado perfeito. 


+ (аз)? + (аз)? СЕ (an)? + (анлай - 28n4 +1+ (an)? = 
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Questáo 78 (Estados Unidos 1992) 
Mostre que: 

1 1 1 1 cost 
——— + — H LM + =F — . 
cos0º-costº cos1?.cos2? cos87º.cos88º cos88º.cos89º  sen1?.sen1? 
Solução 


senk+1 senk _ —cos(k + 1)-senk + cosk:senk +1 _ 
cosk+1 cosk ` cosk-cosk + 1 E 


tg(k +1) -tgk = 
sen1 " 1 
= —— < = sent, — |. 
cosk -cosk +1 Ucosk -cosk +1 


Daí, temos que: 


tg 1? — tg 0? = sen "en 
cos 0° .соѕ1° 


r4 
tg 2° - tg 1° = sen 1*. скы») 
cos 1°-cos2° 


f 
tg 3° — tg 2? = sen 1?.| ss) 
\ cos 2°-cos3° 


f 
tg 88° — tg 87° = sen 1°. ml 
\ cos 88?.cos 87? 


f 
tg 89º — tg 88? = sen 1°.) = char costae | 
\ cos 88°-cos89° 


Somando membro a membro, temos que: tg 89? - tg 0° = 


sen? БРЕС E t qa A O = NM 
CcosO?.cosf? cos1?.cos2? cos87º.cos88º cos88°-cos89° 


o 
тебре 0” sen? s ых Ss m 


* Test 
cos 89° cos0?.cos1? cos1°-cos2° cos 87°-cos88° 
cost? — © 1 1 1 
SO O Pe O ARS 
sen1 COSO?.cos1? cos1º.cos2 cos87*.cos88 
1 1 1 1 cos 1? 


———rT—...+ + =———————— 
cas0°-cos1° cos1?.cos2? cos87°-cos88° cos88?.cos89? ѕеп1° .ѕеп1° 
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Questão 79 (Uruguai 2002) 


Seja x= V3 «242 - Уз 22р, prove que x е um número inteiro. 
Solugao 
2 =- -—2 = EE 
Note que (1+ /2) =3+2V2 е (1-2) =3-2v2, logo 434242 =1+ 2 e 


43-242 = 1- 4/2, logo x= 2. 


Questáo 80 (Uruguai 2004) 


O número N = 111...111 formado por 300 algarismos 1 é quadrado perfeito? 


Solugao 


Note que N = 300 (mod 9) > N = 3 (mod 9). Logo N nào é quadrado perfeito, 
15 N é divisível por 3, mas nào divisivel por 9. 


luestáo 81 (Uruguai 1999) 
Existem x e y inteiros tais que: 5x? — 4у? = 1999 


Solugáo 


Note que 1999 = 3 (mod 4) e como x° = O ou 1(mod 4) => 5x? — 4y? = 0 ou 
1 (mod 4), logo a equagáo acima nao possui solucáo inteira. 


Questao 82 (Uruguai 2000) 
Existem números reais x e y tais que: x + y = 1, х2 +y2 - 2 е х? + у? = 3? 
Solugao 


бе х +у= 1 (ху)? 1 => +y + 2ху 120 xy=-5. 

Зе ху = 1 ә pet eto + у? + жуу yt 3+3(-hjer=1> 
5 

= > uw abSurdot 

Logo nào existem tais x e y. 


Questao 83 (Uruguai 2004) 
Calcule /2004 - 2002 -1998 -1996 + 36. 
Solucáo 


Faga x = 2000, entáo 
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42004 -2002-1998-1996 + 36 = (x + 4)(х + 2(x- 4)(x — 2) + 36 = 
= Jo - yx? - 16) + 36 = Jo - 4)(х2 - 16) +36 = 


= x! - 20x? +64)+36 = М(х“ - 20x? +100 = (x? - 10) = (2000? - 10). 


Questáo 84 (Chile 1999) 

Existem inteiros x e y tais que: x? + y? = 1999xy. 

Solução 

Vamos analisar os casos: 

Caso 1: x e y são impares 

Neste caso, teremos x^ + y? é par e 1999xy é impar. Logo, nào há solugáo 

nesse caso. 

Caso 2: x é par e y é impar (o caso x é impar e y é par é análogo). 

Neste caso, temos que x? + y? é impar e 1999xy é par 

Caso 3: x e y sáo pares. 

Neste caso, observe o seguinte: se houver um par (a, b) como solução. então: 
a>0eb>0 ou a<0eb<0 

E se (a, b) é solução, então (-a, —b) também é solução. 


Agora seja S = ((m, n), onde m? + n? = 1999mn e m > Оеп > 0}. Se 5 = Ø. 
então existe um par (c, d), onde c é minimo. Dai c? + d? = 1999cd. 


Como c e d sáo pares, entáo c = 2t e d = 2s. Logo, 4t? + 452 = 1999: 2t 2s 

> É + s? = 1999.ts, dai (t, s) e S, absurdo! 

Assim, S = @, portanto não há solução positiva. Por conseguinte, também não 
há solução negativa, pois se (a, b) é solução, (—a, —b) é solução. 

Questão 85 (Chile 2003) 

Encontre todos os primos р, q tais que: р + q = (р – ay. 

Solução 

Analisemos congruência módulo 3: 

Caso 1: p = 1 (mod 3) e q = 1(mod 3). 

Neste caso, temos que p + q = 2 (mod 3) e (p – q)? = 0 (mod 3), absurdo! 


Caso 2: pz 1 (mod 3) e q = 2 (mod 3). 
Neste caso, temos que p + q = 0 (mod 3) e (p — q) = 2 (mod 3), absurdo! 
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Caso 3: p = 2 (mod 3) e q = 1(mod 3). 

Neste caso, temos que p + q = 0 (mod 3) e (p — а)? = 1 (mod 3), absurdo! 
Caso 4: p = 2 (mod 3) e q = 2 (mod 3). 

Neste caso, temos que p + q = 1 (mod 3) е (p- q) = O (mod 3), absurdo! 
Logop=30uq= 3. 


Se p = 3, então 3 + q = (3- а) Dai temos que а < 3, logo q = 2, o que não é 
solução. 

E se p = 3, então 3 + p = (р- 3) > p'-9p?+26p-30=0. 

Por inspeção, temos que 5 é raiz. Dai temos que (p — 5) - (p? – 4р + 6) = 0. 
Logo, р = 5 é a única solução. 


tuestáo 86 (Chile 2001) 


еја n um número natural, prove que 27-1 е múltiplo de 3. 


Solugáo 
22 = (4)? '= (172 =1 (mod 3), para todo n natural. Logo 22" — 16 múltiplo de 3. 


Questáo 87 (Chile 1999) 


Um número é dito bom se a soma de seus divisores exceto ele próprio for 
maior do que ele. 

Por exemplo, 12 é bom, pois 1+ 2 + 3 + 4 + 6 = 16 > 12 e 15 nào é bom, pois 
1+3 + 5 = 9 < 15. Prove que há infinitos números bons. 


Solugao 


Seja s(n) a soma dos divisores de n. Note que todo múltiplo de 12 é bom, pois 


é in nnnnnh 
possui como divisores —, —, —, =, =. Logo 
126432 
n n n nn n+2n+3n+4n+6n 15n 
5п)>—+—+—+—+— = —————=—>п. 
12 6 4 3 2 12 12 


Questáo 88 (Vietná 2002) 


Resolva a equação: V4-3/10-3x =x-2. 

Solugao 

v4-3/10-3x =x-2 > 4-3410-3x =(x-2)? > -3/10-3x = xX 4х > 
> 9-(10-3x) = (x?-4x) o x! – 8x? + 16x? + 27x — 90 = 0. 
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Por inspegáo, vemos que 3 e —2 sáo raizes. Fatorando, vem: 
x! - 8 + 16x? + 27x — 90 = (x — 3)-(x + 2) (X4 — 7x — 15) = 0 


7 «i11 _7-Ь/11 
2 


е х= š 
2 


Logo as soluções são x = 3, x  -2, x= 


Questáo 89 (Canadá 1969) 
Calcule a soma 1:1! + 22! + 33! +..+ nn! 


Solugao 

k+ 11=kf=k! [(k + 1) — 1] = К-К! Logo, temos que: 
1:1!22!- 1! 

2:2123!-2! 

3.3124!- 31 


n:ni-n-e$1!-n! 


Dai temos que 1:1! + 22! + 33! +..+ nn! = (n*1)-1 


Questáo 90 (Pan - África 2004) 

O nümero: aya - 243 + J97 - 56/3 é inteiro? 

Solugáo: Note que: 

4-28 = 43 -1, pois (3-1) = 4-23. 

Note também que /97 - 56/3 =7-4V3, pois (7 - 4/3) = 97 - seJ3 
logo 4Ja-2/3 + Je7 56/3 = 4(V3-1)+(7-4V3) = 3. 


Questáo 91 (Alemanha 2006) 


Prove que a soma do produto de 4 nümeros impares consecutivos com 16 é 
quadrado perfeito. 


Solugao 


(2n + 1)(2n + 3):(2n – 1)(2n — 3) + 16 = (4n* — 1):(4n? — 9) + 16 = 16n* — 10n* + 
+ 25 = (4n? — 5)’, 


Questáo 92 (Australia 1983) 


Mostre que a equação xê + 131 = 3y* não possui solução inteira. 


Solução 
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a = 0 (mod 5) => а“ = 0 (mod 5) 
= 1 (mod 5) > a* = 1 (mod 5) 
a = 2 (mod 5) > af = 16 = 1 (mod 5) 
4 


a = З (mod 5) >а = 81 = 1 (mod 5) 

a = 4 (mod 5) = a` = 256 = 1 (mod 5) 

x^ + 131 = 1 ou 2 (mod 5) e Зу“ = О ou З (mod 5). 
Logo, a equação não tem solução. 


5 


Questao 93 (Balcánica 1990) 


Seja a, = 1, az = 3e Ang = (n + 3)an+1 - (п + 2)а,. Determine todos os n, tais 
que à, é divisivel por 11. 


solução 

‘aca n =k — 2, dai teremos que a, = (k + 1)-ak., — Kaka (ak — ax 1) = k(axs — ак.) 
а, -а а, -a a-a a-a 

ok =k; logo 3 2-3, 23 =4, Я ек o lk 

ak-1 7 ак_2 а, -8 аз -a2 а, 4 7 Ak-2 


Multiplicando esses termos, membro a membro, teremos um produto 


M ‚ a, - a,- 
telescópico e dai 2—1 = 3.4...k, logo ak — ак. = Kl. 
82 78 
Dai temos que az - a, = 2!, аз — а; = 3, а, – as = 4l, ..., ak — ак. = kl. 


Somando-se, membro a membro, teremos uma soma telescópica, logo 
а-а; = 2! + 3! +... + КІ. 


Temos então a, = 1! + 2! + 3! +... + К!. Daí, que az = 9, a, = 33, as = 153, .... 


Analisando а congruéncia módulo 11, temos que n = 4 ou n = 8 ou n 2 10, são 
as soluções. 


Questão 94 (Inglaterra 2001) 


Encontre todos os reais positivos que satisfaçam a equação: 
x 2x | x 
X+|=|=| — !4+|—]. 
6 3] 12 
Solução 


xe bn 2x0 [xl 2x | |x! |x| lun 
НЕ! 3 INE => SEO: assim x é inteiro. 
х 


Agora faça х = ба + r, onde 0 < r < 5. 
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Se x = 6q, entáo |2+|5-|#|+ 4а + За — q = ба = ба. Logo, todo 


número da forma 6q é solução. 
2x| |x] Ix] 
Sex=6q+1, então! = 4q + 3q ~ q = ба + 1 = ба, absurdo. 
Ls 121 [в] 


х |-|к|= Ча * 11+ (да + 0-02 6024622 


Logo, todo número E iw ба + 2 é solução. 


Se x = 6q +2, entéo| 2* |+| 
2х |x | x 

Se x = 6q + 3, então, 77 |+ [2 = (44 + 2) + (3q + 1) — q > 6а + 1 = 6а + 3. 
Logo, todo numero da forma 6q + 3 é solução. 

Зех = 6q +4, então) 2 |+ Hš е q>67+4=6q +4. 

Logo, todo número da forma ба + 4 ё solução. 

| 2x | | х | | х ls 
L3 12] 16] 


Logo, todo número da forma 6q + 5 é solugáo. 


Se x = ба + 5, então: (4q + 3) + (За + 2) – д > 64 + 5 = ба +: 


Conclusáo: А solugáo é todos os іпіеігоѕ exceto os que deixam resto 1 na 
divisáo por 6. 


Questáo 95 (China 2002) 


Se x e y sáo números reais, tais que (x + 5)? + (y - 12)? = 142. Determine o 
valor minimo de х? + y?. 


Solugáo 
Faça x + 5 = 14 cos a e y — 12 = 14 sen a, onde a e [0, 27]. Dai temos que: 
x! + y! = (-5 + 14 cos a? + (12 + 14 sen a)? = 169 + 28(12 sen a – 5 cos a ) = 


= 169 + 28-13. (sena -Z соза) 
(13 13 


Fazendo A senp e = = cosp = ж? + y? = 169 + 364 sen (a - D). 


Como sen (a — B) 2-1, temos que x? + y? > 1. 
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Questào 96 (Inglaterra 1997) 

Seja N um número de 4 algarismos, em que N náo termina em zero. Defina 
R(N) como sendo o número N escrito ao contrário. Por exemplo se N = 3257, 
entáo R(N) = 7523. Determine todos os N tais que R(N) = 4N + 3. 


Solugao 


Como R(N) tem 4 algarismos, entáo temos que R(N) < 9999 > 4N + 3 < 9999 > 
=> N < 2499, logo os primeiros algarismos de N ë 1 ou 2. 


Caso 1: O primeiro algarismo é 2. 

Neste caso R(N) termina em 2, o que é impossivel, pois R(N) = 4N + 3 que é 
impar. 

Caso 2: O primeiro algarismo é 1. 

Neste caso R(N) termina em 1, logo N tem que terminar em 2 ou 7. Como 
N 2 1000 > R(N) > 4000, logo nào pode terminar em 2. Assim, N termina em 7. 
-ogo 7000 < 4N + 3 < 8000 > 1749,25 < N « 1999,25, logo o segundo algarismo 
à 7 ou 8 ou 9. 

Por outro lado, temos N « R(N) (mod 9). 

Dai se N = a (mod 9), então a = 4a + 3 (mod 9) > 0 = За + 3 (mod 9) >a=2 
ou 5 ou 7 (mod 9), portanto a soma dos dígitos de N é 2 ou 11 ou 20 ou 29 ou 
5 ou 14 ou 23 ou 32 ou 7 ou 16 ou 25 ou 34. Vamos ver as possibilidades: 


Possibilidade 1: 17b7 
Pelas somas acima, temos que N 
contas, vemos que não são solução. 


1757 ou 1787 ou 1717. Fazendo as 


Possibilidade 2: 18b7 

Pelas somas acima, temos que N = 1847 ou 1877 ou 1807. Fazendo as 
contas, vemos que não são solução. 

Possibilidade 3: 19b7 

Pelas somas acima, temos que N = 1937 ou 1967 ou 1987. Fazendo as 
contas vemos que não são solução. 

Logo não há nenhum número que satisfaça as condições do problema. 


Questão 97 (Rússia 1998) 


Um número de dez algarismos é interessante se seus digitos forem todos 
distintos e se ele for múltiplo de 11111. Quantos números interessantes 
existem? 


Solução 


Seja | um número interessante. Da definição, vem: 
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1=0+1+2 +... + 9 = 0 (тоа 9). 


Logo, | = 99999. N = (105 — 1) рага algum número natural М de 5 algarismos. 
Digamos М = ayazasasas, logo: | = 10ºa, +... + 10%as — 10а, —... – 10а, – а; = 
= 10%, +. + 10%, + 10а – 1) + 10 (a, — 1) + 10 (a, — 1) + 10а — 1) + 
+ 10(a — 1). 
Sejam ds, d;...., dg, dig os dígitos de |, nesta ordem, então: 
dı + dg = 9, da + dg = 9, ds + d; = 9, da + de = 9, ds + dio = 9 
Como os únicos pares de digitos cuja soma é 9 são (0, 9), (1, 8), (2, 7), (3, 6) e 
(4, 5), o número de possibilidades para di, d», ..., dg, dio ё: 

9-8:6:4:2:1:1:1:1:1 = 3456. 


Questáo 98 (Bielorússia 2001) 

Determine o resto da divisão de 1!:5 + 2111 +... + k!-(k? + 3k + 1) +. 

+ 200!-40601 por 2004. 

Solucáo 

kk? + ЗК + 1) = Кк + 1)(k + 2) — 1] = (k + 2)! — kl. Logo a soma é (3! ~ 1, 
+ (4! — 21) + (5! — 3!) + (6! — 4!) +... + (199! — 197!) + (200! — 198!) + (201! — 
— 199!) + (202! — 200!) = 202! + 201! — 1! — 2!. Como 202! = O (mod 2004) e 
201! = 0 (mod 2004), entáo o resto é 2001. 


Questáo 99 (Rússia 1995) 


Encontre todos os primos p tais que o número р? + 11 tenha exatamente seis 
divisores diferente (incluindo 1 e ele mesmo). 


Solução 
p=2 = р2+ 11= 15 e p=3 > р? + 11 = 20. dai 3 é solução. 
Se p 2 5, então p= 6q + 1 = р? + 11 = 6 (64° = 2q + 2). portanto, é múltiplo de 


6, e por isso, já tem no mínimo 4 divisores: 1, 2, 3, 6. 


Log 


‚ sáo divisores. Para termos exatamente 6 


o 114P? 11+p? 11+p? 11+p? 
f RR аи 


ns 1 
divisores, devemos ter 


2 2 
E =6 e pe =3 > р? = 7, absurdo. 


Conclusão: 3 é a única solução. 
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Questáo 100 (Espanha 1998) 


As tangentes dos ángulos de um triángulo sáo números inteiros positivos. 
Determine estes números. 


Solucáo 

Lema 1: Sejam A, B, C ángulos de um triángulo, entáo vale que: 
tg A * tg B* tgC = tg Atg ВЧ C. 

Prova: 

Como A, B, C sáo ángulos de um triángulo, entáo vale que: 


tg(B +C 
A + B + C = 180, logo tg (A + B + С) = YA 


=0, logo tg A + 
+tg(B+C)=0. 
tgB + tg(C) 
1-tgB-tg(C)' 
Substituindo isso no resultado anterior, temos que: 
tg A(1-tgBtgC)+tg(B+C)=0 > tgA+tgB+tgC = tg Atg B'tg C. 


Lema 2: Sejam x, y, z números inteiros positivos, tais que x + y + Z = XyZ. 
Então (x, y, z) = (1, 2, 3) e suas permutações. 


Por outro lado, ternos que tg (B + C) = 


Prova: 

Caso 1. x = max (x, y, 2} 

Neste caso, temos que x + y + z « 3x, logo xy = 1 ou xy = 2 ou xy = 3. Assim 
(x, y) e {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1)), dai analisando esses casos temos 
como solugáo (3, 1, 2) e (3, 2, 1). 

Caso 2: y = máx (x, y, z) 

Analogamente ao caso 1, temos como soluções (1, 3, 2) e (2, 3, 1). 

Caso 3: z = máx (x, y, z) 

Analogamente ao caso 1, temos como soluções (1, 2, 3) e (2, 1, 3). 

Pelos lemas 1 e 2, temos que as tangentes dos ángulos sáo 1, 2, 3. 


Questão 101 (Canadá 1969) 
Mostre que nào existem números inteiros tais que a? + b? — 8с = 6. 
Solucáo 


Vamos analisar congruéncia módulo 8: 
x = 0 (mod 8) > x? = 0 (mod 8) 
x 2 1 (mod 8) 2 x? « 1 (mod 8) 
x = 2 (mod 8) = x? = 4 (mod 8) 
x = 3 (mod 8) > x? = 1 (mod 8) 
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x = 4 (mod 8) > x? = 0 (mod 8) 

x = 5 (mod 8) > x? = 1 (mod 8) 

x = 6 (mod 8) > x? = 4 (mod 8) 

x = 7 (mod 8) > x? = 1 (mod 8) 

Logo a? + b? — 8c = 0, 1, 2, 4, 5 (mod 8); portanto, a equação acima não tem 
solução. 


Questão 102 (Argentina 2002) 


Um número n de 3 algarismos todos diferentes de zero é dito bom se n + 1 é 
múltiplo do número de dois algarismos que se obtém ao retirarmos o primeiro 
algarismo de n. Por exemplo 123 não é bom, pois 124 não é múltiplo de 23 e 
267 é bom, pois 268 é múltiplo de 67. Encontre todos os números bons 


Solução 


Seja п = (abc) = 100a + 10b + c. Se n for bom, então 10b + с|100а + 10b + c + 1 => 
= 10b + c[100a + 1. Agora vamos analisar os casos: 

Caso 1:a=1 

Dai temos que 10b + c]101; logo 10b + c = 1 ou 101 >b=0, absurdo. 
Caso2:a-2 

Dai temos que 10b + c[201; logo 10b + c = 1 ou З ou 67 ou 201; logob- 6e. 
7 7. Assim n = 267. 

Caso 3:a=3 

Dai temos que 10b + с|301; logo 10b + c = 1 ou 7 ou 43 ou 301, logob=4ec 
= 3. Assim n = 343. 

Сазо4:а=4 

Dai temos que 10b + с|401; logo 10b + c = 1 ou 401 = b = 0, absurdo. 

Caso 5:a-5 

Dai temos que 10b + с|501; logo 10b + c = 1 ou З ou 167 ou 501, absurdo. 
Caso 6:a=6 

Dal temos que 10b + c[601, logo 10b + c = 1 ou 601, absurdo. 

Caso7:a=7 

Dai temos que 10b + с|701, logo 10b + c = 1 ou 701, absurdo. 

Caso 8:a=8 

Dal temos que 10b + c|801, logo 10b + c = 1 ou З ou 267 ou 801, absurdo. 
Caso 9:a=9 

Dai temos que 10b + c[901, logo 10b + c= 1 ou 17 ou 53 901, assimb=1ec 
=7oub=5ec=3, portanto п = 917 ou 953. 
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Questào 103 (Eslovénia 1992) 
Prove que para quaisquer ai, az, ..., An, O número: 

| а-а; | + | a2- as | +... + | Ans — an | + | an— as | é par. 
Solugáo 
Seja y, = a, — 8», уг = 82— as, ..., Yn = An— 24. Note que x é par, então Ix| é par 
e se x é impar, |х| é impar. Como у; + ya * ... + ya = 0, yi + уг+... + ya € par, 
logo a quantidade de y; que sáo nümeros impares é par. Assim a quantidade 
у, tais que |y,| é impar também é par. Logo |y;| + |y2] +... + |yni ё par. 


Questáo 104 (Moldávia 1996) 


Mostre que: 
PS A AR AE E 
666 667 668 ^" 1996 2.3.4 5.6.7 ^"  1994.1995.1996 


Solugao 


Provemos, por indução, algo mais geral: 
1 1 1 1 2 2 2 


— + + —— + —— + 


а Р =1 эы еа — 
п+1°п+2°п+3З Snel 234 5.6.7 (3п-1)-(3п)-(3п+1) 


i) Paran= 1, temos que stata =1+ que é verdade. 


2 
3 4 2-3.4 


ii) Suponhamos que seja válido para n = К: 
1 1 1 1 2 2 2 


+— +——..+ =1+ + +...+ LLLM———————— 
k+1 k+2 k+3 3k+1 2-3-4 5:6:7 (3k - 1) -(3k) - (3k +1) 


iii) Vou mostrar que vale para n = k + 1: 


1 1 1 1 1 1 1 
+ +—... + +——+—+—- 
k+2 k+3 k+4 3k+1 3k+2 3k+3 3k+4 
2 2 2 1 1 1 1 
=1+ + ++ + + —— + —__ -— = 
2.3-4 5-6-7 (3k-1)-(3k)-(3k+1) 3k+2 3k+3 3k+4 K+1 
he 2 2 2 


2.3.4 58.6.7 " (3k-1) 3k) (3k) 
3k + 3) (Sk + 4) + (3k +2) -(3k + 4) + (3k + 3)- (3k + 2) -3- (Gk 4) (3k +2) _ 
(3k +1) -(3k +2). (3k + 3) 
2 2 2 2 
pp a A Dq Do —FVDIISI 
223.4 5.6.7 (3k—1)-(3k)-(3k+1) (3k +2). (3k +3) (k + 4) 


m: 


=1 


portanto vale a propriedade. 


Em particular, para n = 665, temos o resultado desejado. 
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Questáo 105 (Russia 2002) 


Um número de 4 algarismos é escrito em um quadro negro. As operações 
permitidas são: adicionar 1 a dois dígitos vizinhos (caso nenhum deles seja 9) 
ou subtrair 1 a dois dígitos vizinhos (caso nenhum deles seja 0). E possivel 
obtermos 2002 a partir do número 1234 utilizando algumas operações? 


Solução 

Note que em qualquer operação, somamos ou subtraimos ao número original 
um número da forma: 10^ + 10"? = 11-(10"). Logo o resto na divisão do 
número fica invariante. Como 2002 = 4 (mod 9) e 1234 s 1(mod 9), tal 
operação é impossivel. 

Questão 106 (Espanha 2008) 

Prove que 2222595 + 55552222 é múltiplo de 7. 

Solução 

Сото 2222 = 3 (mod 7) => (2222)88 = ((3)5]?5 . 3*(mod 7) > 

(2222) = 3º = 5 (mod 7) e 555522 = (4)222 = [(4)°]** - 4? = 2 (mod 7) 
Assim, 2222795 + 55552222 ë múltiplo de 7. 


Questão 107 (Chile 2008) 


Sejam a, b, c números reais, tais que a+b?+c?=3abc.Seatb+c#t 
prove que a = b = c. 
Soluçao 
а? + b? + c? — 3abc = (a + b + c)-(a2 + b? + c^ — ab — ac — bc). Comoa+b+c#0, 
então temos que (a? + b? + c? — ab - ac бс) = 0 > а? + b? + с? = ab + ac + bc. 
Por M.A > M.G, temos que: 

2.2 2,2 2 9 
a L > ab: c* «b cho СЕ 


igualdade vale só quando a = b = c. Logo sea? + b? + с? = Забс. Sea + b + c #0, 
entào a = b = c. 


>ас= а? + b2 + с? > ар + ac + bc e a 


Questáo 108 (Vietná 1962) 


Resolva a equação sen? x + cos? x = 


Ala 


Solução 
6 4 
sen” x + cos? x = (sen? x + cos? x) (sen* x — sen?-cos? x + cos! x) = 
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= 1 : [(sen? x + cos? x)? - 3sen? x-,cos?x] = 1- 3 ( 
sen2x=+1 = dc 


Questão 109 (Chile 1997) 


Encontre todos os inteiros, tais que: х? + 2y = 42°, 


Solugáo 

Note que (0, 0, 0) é solução. Suponhamos, por absurdo, que exista outra 
solugáo. Seja S = ((x, y, z)) tais que x + 2y -42 e x, y, ze N - {0}. 

Dai se S # Y, entáo S possui uma solugáo onde x é mínimo. Claramente, x é 
par. 

Logo x = 2a > 4a? + y? = 22°, dai y é par, assim y = 2b, logo 2a? + 4y? = 2°, 
dai temos que z é par, assim z = 2c, portanto temos que а? + 2b? = 4c’, 
absurdo, pois (a,b,c) é solução com a < x e x é a menor solução de S. 


Questáo 110 (Austria 2004) 

Encontre todos os inteiros a e b tais que: (a * b?)(a? +b)=(a+ Ы). 

Solugao 

(a+ b): (а? + b) = (a + b* = 

<> af + afb? + ab + b“ = а“ + 4a°b + 6a?b? + 4ab? + b^. o 

<> ab: (4a? + Gab +4b2— a*b*~1)=0 > 

< ab = 0 ou (4а? + бар + 4b^ – а? -1) 2 0 > 

>a=00ub=00u [(2a + 20)? – (ар – 1) =0 > 

> (2a+2b+ab-1) (2a+2b-ab+1)=0 > 

> (2а + 2b + ab - 1) = 0 ou (2а + 2b — ab + 1) = 0. 

No primeiro caso, temos que a(2 —b) =1—2b > 
1- 

>а = iE. ¿A i¿1fouz3>b=10u-410u 3 ou 5, logo 
2-b 2-b 

= — 1 ои 1 ou 5 ou 3, respectivamente. O segundo caso é análogo. 
Dai as soluções são (0, b), (a, 0), (1, —1), (—1, 1), (3, 5), (5, 3), (1, 5), (3, 1), 
(71, 3), (5, 1). 
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Questáo 111 (Bósnia - Herzegovina 2005 - adaptada) 


Sejam a, b, c inteiros positivos tais que + 248 =3. Prove que abc é cubo 
a 
perfeito. 


Solucáo 


a 
Por MA > MG, temos que b са, > – + 
š Vocab 
igualdade so ocorre se 2 - B z E Como, segundo o enunciado, a igualdade 
c a 


é verdadeira, de fato teremos = Daí temos que ac = b? > abc = bi 
a 


portanto abc é cubo perfeito. 


Questáo 112 (Espanha 2006) 
Ve en ças 
Um nümero positivo x é tal que: x? ho = 7. Mostre que х5 +— ё inteiro e 
x x 


calcule seu valor. 


Solugáo 
Sejax+ 1 =a = x+ Lez=a > a-2=7 > a=3 
x x 


Dal temos que 
1 5 2 4 a os 
х+—=3 => x + 4x° + 6 + — + — =243 > 
x х2 x 


xo + a +4- БЕЗ +6=243 > ж + El = 209. 

х х х 
Questáo 113 (Portugal 1994) 
Prove que o número 11..11 — 22..2 (onde o primeiro número é formado por 2n 
algarismos 1 e o segundo número é formado por n algarismos 2) é um 
quadrado perfeito. 


Solução 


e 2n = n 
11...11 = He е 22...22 = |) Dai temos que: 
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11.11-22. .2= = 
9 9 9 3 


De fato, o número proposto é um quadrado perfeito. 


`2 
-1+10° , (ze. 1-2-10° +10% ЕУ 


Questáo 114 (Portugal 1994) 
Ache о menor número natural que tem exatamente 1994 divisores. 


Solução 

Como queremos o menor número, temos que pegar os menores fatores 
primos no caso 2 e 3 Como 1994 = 2:(997), então o menor número que tem 
1994 divisores é 3-2% 


Questão 115 (República Tcheca e Eslovaca 1999) 


Mostre que para todo número natural n o produto: 


TS 


2 um inteiro. 
Solução 
n, 
Seja s- 4-2) (4-5) 4-5} (a 4-2). 2:12:33 25 2.2n-9 21 
1 2)\ п 1 2 3 n n! 


onde | = 1:3:5.....(2n — 3) (2n — A s entáo que todos os fatores impares 
de n! vào se cancelar com os fatores impares de cima. 


Falta-nos ver só P fatores 2. A quantidade de fatores 2 em n! é 


=| + HE ghee | onde 2* é a maior poténcia de 2 menor do que n. 


n 
Е n n n n n n 2 ^ i 
Dai НЕВЕ serao =n, logo embaixo nós 


temos menos de n fatores 2. Logo, S é inteiro. 


Questão 116 (Singapura) 


1 1 1 1 


Calcule o valor de: ———— + —— ——— + ————— +... 4 —______.. 
1+cott? 1+cot5º 1+cot9° 1+ cot 89? 


Solucáo 
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1 cos? 1 a cos89º " sen? 
1«cotí? cosfº+senfº 1+cot89° cos89°+sen89° соѕ1° +ѕеп1° 
1 _ cos 5? 1 " cos 85? Е sen5? 


1+cot5% cos5°+sen5° 1+cot85º cos85º+sen85º cos5°+sen5° 


1 = ѕеп41° 
Т+соі41 - COS 41? + sen 41? 1« cot 49? ~ Cos 49? + sen49* COS 41? + sen 4 1? 
Logo ME M PN A IA 

1+с0119 1+c0t5° 1+cot9º 14 cot89? 1+cot45° 2 
Questáo 117 (Russia 2000) 
2 3 1000 
Determine a soma: S = E + 2 + cu +... + 2 š 
3 3 | 3. 3 
Solução 
Vamos calcular isso em duas partes: 

2 23 28 2999 22 24 21000 
A=|—| + = |+| = +...+|— | eB=|— — |+... + 

.3. 3 | 3. | 3 3J L | 3 | 


Parte 1: Cálculo de А: : 
Note 2? = 1 (mod 3); dal e 2! = 2 (mod 3). Logo, 27"*' = 2 (mod 3), para todo n 


22041 2n-1 = 2n-1 
natural, i.e., 22" = 3q + 2 e dai a 39+2 |_ q. Logo 2 = rete Ў 
LES | 3 
2 21001 
-242 5 -2425 -2+2°® A -3002 + 219" 
então A= + q. p S S E M E AA 
3 3 3 3 9 


Parte 2: Cálculo de B: 


Note 2? = 1 (mod 3); logo 2?” = 1 (mod 3), para todo n natural, i.e., 22" = 3q + 1 
2n+1 


2n+1 2n 
e daí = e Entáo 2 21127 : 
з | | 3 3-1 
—4 + 21902 
logo B Sur JN 1427 -1+2'% _ 72:1500) + 3 -3004+ 2"%2 


+... 
3 3 3 9 
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-3002 + 21991 300442102 _6006 + 21901 + 21002 


Dai S = А+ В = ——————_ + —_ = 
9 9 9 


Questáo 118 (Repúblicas Tcheca e Eslovaca 2000) 


Se n é um número natural, mostre que 4.37 «3.47 ë divisivel por 13 se, e 
somente se, n é par. 


Solução 


Parte 1: Provemos, por indução, que se n é par então 3” =3 (mod 13). 
i) 3% =3?.3?' = g.9 = 3 (mod 13). 
ii) 32” =3 (mod 13). (Н.1.). 

‚„2?%'% 


iii) Mostremos que vale paran =k + 1:3 2* 


= (3 
Portanto, a propriedade é válida para todo n natural. 

Parte 2: Vou provar, por indução, que se n é par então 3?" = 9 (mod 13). 

i) 3? 23? = 9 (mod 13). 

ii) 32"" = 9 (mod 13). (H.I.). 

iil) Vou mostrar que vale para n = k + 1: 3?" = (32^? Y = g^ = 3.3 = 9 (mod 13) 
Portanto, a propriedade é válida para todo n natural. 


Y! 234 = 9.9 = 3 (mod 13) 


Parte 3: Provemos, por indução, que se n é par, então 42" =9 (mod 13). 
i) 4% 247 .4? 23.3 = 9 (mod 13). 
ii) 42" = 9 (mod 13). (H.I.). 


-— 2(k +1) 
iii) Vou mostrar que vale para n = k + 1: 4? 


22 


=(4 
Portanto a propriedade é vàlida para todo n natural. 

Parte 4: Vou provar, por indução, que se n é par então ae" ыз (mod 13). 
i) 3? 23? = 9 (mod 13). 

ü) 32"" =3 (mod 13). (H.I). 

iit) Vou mostrar que vale para n = k + 1: 3" 


)* =9*=3.3= 9 (mod 13) 


Het 


= (3%)! = 94 = 3.3 = 9 (mod 13) 
Portanto a propriedade é válida para todo n natural. 

Dai se n é par, temos que 4.37 43.47 = 4:3 + 392 39 = 0 (mod 13) e se 
n é impar, 4-37 43.4" 2 4-9 + 3:3 = 45 = 6 (mod 13). 

Logo, 4-37? £3.47 é múltiplo de 13 se e somente se n é par. 
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Questão 119 (Hungria-Israel 1990) 

Prove que náo existem inteiros positivos x, y tais que х? +у+2е у? + 4x, 
sejam ambos quadrados perfeitos. 

Solugáo 

Se y + 4x é quadrado perfeito, entáo 4x > 2y > 2x > y. 

Se x° + y + 2 é quadrado perfeito, entáo y + 2 > 2x > y > 2x- 2. 


Logo 2x > y > 2x - 2 = y = 2x — 1, absurdo, pois y? + 4х = 4х? + 1e 
(2x)? < 4x? + 1 < (2x + 1), 


Questão 120 (índia) 

Encontre todos os pares de inteiros náo-negativos (x, y) tais que: (xy — 7)? = + y. 
Solugáo 

(xy — 7)? = x° + y? o (xy - 6)? + 13 = (x + y? o (ху - 6)? — (x + y = -13 > 
> [y -6 —x—y)(xy-6 + x + y)] = 13. 


Temos então que: (xy — 6 — (x + y) =-13 е (xy – 6 +х+у) = 1 ои 

(xy -6-(x+ y) =-1e (xy -6+x+y)= 13. 

No primeiro caso, temos que xy -6=-6ex+y=7>xy=0ex+ty=7> 
>x=0ey=70ux=7ey=0. 

No segundo caso, temos que xy -6 = бех+у= 7 = 
>xy=12ext+ty=7>x=3ey=4o0ux=4ey =3. 

Soluções: (x, у) = {(3, 4), (4, 3), (0, 7), (7, 0)). 

Questáo 121 (Uruguai 2001) 

Calcule a soma: 1 + 2:2 + 3:22 + 42? +... + 2001:22%%, 

Solucao 

Ѕеја 1 + 2:2 + 3-2? + 4-29 +... +2001:2%% > 

282 1:2 + 2.22 + 3.22 + 42^ +... + 2001-27". 

Subtraindo a segunda da ргітеіга, temos que: 

S=1+2+22 + 22 + .. + 2200 + 200127?! = (29?! _ 1) + 2001.22 = 
= 2002-2°°°' _ 4 


Questáo 122 (Hong Kong 2000) 


COS 1° - cos 2? +... + с0543° +cos44° 


=a+ bye, calcule a, b, с. 
sentº+sen2º+...+ sen 43? «sen 44? 
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Solugao 1 

cos п + зеп п = /2 (cos 45º-cos п + sen 45º-sen n) = J/2 cos(45º — n). 
Dai temos que (sen 1º +... + sen 44°) + (cos 1° +... + cos 44º) = 

= /2 (cos 1? +... + cos 44°) => 


= (sen 1° +... + sen 44°) =(V2- 1)(cos 1º +... + cos 44°) > 


COS 1° +cos2º +... + cos 43? +с0544° 1 A 
20 200522. 4 = 4/2 +1. 
ѕеп1° +-5еп2° +... + ѕеп43° +sen44º 2-1 
Logoa=b=1ec=2. 
Solução 2 
o о 
zos 1° + cos 44° = 2cos 2° -COS E 
o jo 
cos 2? + cos 43? = 2cos 29 cos T 
o о 
cos 3° + cos 42° = 2cos 45 -COS 39 
2 2 
o o 
cos 22? + cos 23? = 2cos = 6087. 
o o 
sen 1? + sen 44? - 2sen a2 -COS 35 
о о 
sen 2° + sen 43° = 2sen sm ‚сов 
о о 
sen 3° + sen 42° = 2sen $3 -COS Bm 
2 2 
o jo 
sen 22? + sen 23? = 2sen дә cos 
Dai temos que 
coss" ° e 43 + COS 4 +...+ COS T 
СО51°+соз2°+...+ со543°+соз44° _ 2 1 2 2 7 2 


веп1°+зеп2°+...+ ѕеп43°+ѕеп44° _ 9 


459 43? 41 A E 
2sen cos +cos +...+ COS 
2 2 2 2, 


TE =1+\/7. 


-1« J2 
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Solução 3 


Pelas fórmulas das questões 44 e 46 dos problemas de treinamento, temos 


que: 
costf+cos2º+... +cos43º+cos44º 1 — 1 ERRA 142. 
sen? +sen2º +... + sen43º +sen44º 5 -1+ V2 
1+ 42 
Questão 123 (China 2003) 
Seja x e EI Calcule o valor mínimo da expressáo: 
y =ta(x+ 22) tofu a е }+соз[х+ 5), 
Solugao 
Faga z=-x-Z. Facil ver que se xe ee e , então гарт е 
6 12' 3] l6 41 
ЖЕН 
3'2] 
х (х.х) 
Note que tg) x- — |=cotgz, pois x+— +| -x-— <> pea RT е 


f 


т " 
CONT * z) = cosz. Dai temos que: 


(4427) АШИДЫ 


у= tax | tal x4 E |+сов[х+ 2 mns z+tgz+cosz= 


+ COS Z. 


Como as funções 


2 z тл 
e cos z sáo decrescentes no intervalos 3' 2 e 
z 
x x] e. x 
8a) temos que o valor máximo de y ocorre em тее Logo, o valor 


máximo de y é 
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Questáo 124 (Baltic Way 1992) 
Denote por d(n) o número de divisores positivos de um número natural n 


(incluindo 1 e n). Prove que existem infinitos n tais que din) é inteiro. 
n 


Solucáo 
Defina a, = 21, a; = 2?-3', аз = 2?.3*-5* a, = 2?.3%.5%-7*, ... onde cada expoente 
de um primo é o antecessor do primo seguinte e o expoente do último primo é 


a Mee sey ас * 222 
1. Dessa forma, -—— é inteiro. E a, é uma sequência infinita, pois ha 
a, 
infinitos nümeros primos. 


Questáo 125 (Singapura 2008) 


Calcule o valor da expressáo: sen* 5 + sen” = + sen” i + sen! = ; 
Solugao 
7a Зл Sa 
sen. =sen= e sen—=sen—. Logo, 
8 8 8 8 
sen E + sent Э7 + зеп“ 27 + sent 77 = С Ж psani ЗЛА 
8 8 8 8 8 J 


2 
2| (ser Z cos? 2 | -2sen?Z.cos? Z| = 
8 8 8 8 


= 2 sent з — + COS DE 
8 8 
-2.83 


| 1 xY 
=2|1-2| —sen— 
2 4) 4 2 
Questão 126 (Singapura 2008) 


tg 40º tg60º -tg 80° 
tg 40º +tg60º +tg80º | 


Calcule o valor de 


Solução 


Pelo lema 1 da questão 100, temos que: Se A, B, C ángulos de um triângulo, 
então vale que: 
tgA + В + С = tgA-tgB -tgC. 


tg40º - tg60°-tg80° — 


Como 40º + 60º + 80º = 180º, temos que = 
tg 40º + tg60? + tg80° 
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Questáo 127 (Alemanha 1998) 


1 1 1 
Prove que: 1998 < 1+ —= + —= +... + —— «1999. 
2 УЗ 1000000 
Solução 
Pela "ne d nümero 76, temos que: 
1 1 1 1 
fem + ———əəƏ < 2000 > 14 =+ — +... + == < 1999. 
E 1000000 2 J3 11000000 
HE pela questáo 76 temos que: 
E 1 
КА =А/2 < 
2/2 
езе е 
24/3 
ules 
2/4 
Ут? - {1+ т2 < 1 


— [5 
Jam? -vm? < 


1 
2\т? 
Somando membro a membro temos que: 


1 1 1 — om 
-1-+-1+..+————»>2(Лл+т?)-2./2 > 2000 -3 = 1997 > 
J2 Ы 1000000 


=> 1+— +——__ > 1998. 


Z° z: 1000000 
Questao 128 (Inglaterra 2006) 
Seja n um número inteiro. Mostre que se 2+241+12п2 é inteiro, então 
2+2N1+12n2 é quadrado perfeito. 
Solução 


Se ү1+12п2 é inteiro, então 1 + 1212 = (2m + 1)? > 12n* = 4m (m + a> 


= Зп? = т (т + 1). Сото тас (т, т, + 1) = 1, entáo temos que т = зи? e 
m+1=voum=aem+#+1 = 3b% О segundo caso é impossivel, pois 
m = 3b? — 1 = 2 (mod 3), assim m não pode ser quadrado perfeito. Dai temos 
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que т = 3u? e m + 1 = V7, dai 2+24/1+ 1212 22 + 2 (2m + 1) = 4 (m + 1) = 
= (2v)*; logo 24241«12n? é quadrado perfeito. 


Questão 129 (Holanda 1991) 


Três numeros reais satisfazem às equações: 
atb+c=3, a2+b2+c2=9 e atb + с? = 24. 


Calcule a‘ + b^ + c“. 


solução 
omo a + b + c = 3 > (a + b + c)? = 9 = a? + b2 + с? + 2 (ab + bc + ac) = 9 > 
= (ab + bc + ac) = 0. 
i) Sea+b+c=3> ab + ab2+ abc = Зар (multiplicando por ab) 
i) Sea+b+rc=3> а?с + ас? + abc = Зас (multiplicando por ac) 
ii) Sea+b+c=3=> b2c + рс? + abc = 3bc (multiplicando por bc) 
Somando as trés igualdades, temos que: 
a?b + ab?+ abc + а?с + ас? + abc + bic + bc? + abc = 3(ab + bc + ac) > 
> b*(a + c) + a2-(b + c) + c^(a + b) + 3abc = 3(ab + bc + ac) > 
> b?(3 - b) + a?-(3 — a) + c*(3 — с) + 3abc = 3(ab + bc + ac) > 
> (a? + b° + c?) — 3-(a? + b? + c?) + 3abc = 3(ab + be + ac) > 24 - 3(9) + 
+ 3abc = 0 > abc = 0. 
Como (ab + be + ac) = 0 > (ab + be + ac)? = 0 = (ab)? + (bo)? + (ac) + 
+ 2abc(a + b + c) = 0 > (ab)? + (bc)? + (ac)? = 0. 
Como a? + b? + c? = 9 > (а? + b? + c? = 81 > a“ + b“ + c* + 2[(aby + (boy + 
+ (ac)2] = 81 = a^ + b*« с* = 81. 


Questao 130 (Baltic Way 1995) 
Sejam a, b, c números inteiros positivos, com a e c impares, a, b, c primos 
entre si e tais que a? + b? = с? Prove que b + c é quadrado perfeito. 


Solugao 

Como a e c sáo impares, temos que b é par. Seja c — b = k, onde k é impar. 
Daí temos que а? + 02 = с? = a? = с? — b? = (с + b)-k. Vejamos que К = f. 
Suponhamos, por absurdo, que К > 1. Dai existe um fator primo р, tal que рік, 
i.e, existe um s natural tal que p-s = К. Dai temos que pla, logo existe um m 
natural tal que a = p:m. Então, temos que p^m? = b? + b? + 2bps + ps? > 
=> p-(pm? - ps? - 208) = 2b2; como тас (2, p) = 1 (pois p é impar), temos que 
pib. logo p = 1 (pois тас (a, b) = 1). Logo k = 1 > а? = (+b) ер +сё 
quadrado perfeito. 
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Questáo 131 (Finlandia 2000) 


Prove que | + Бу | é um número impar para todo natural n. 
Soluçao 


Note que 0 < (3 - 5 )" < 1, para todo n natural, pois 0 < (3 -J5 ) < 1. Observe 


também que (3 + V5 )" + (3 – /5 )" é par, pois os termos de ordem impar (do 
desenvolvimento binomial) iráo se cancelar e os de ordem par seráo 
multiplicados por 2, ¡.e, se n = 2k, entáo teremos: 


(3 «45 y*-(3- 45 y*22.[9- (V5) + 32. (J5y-? «3* (VB) +.. + 
+ 32. (45)? + 3%. (4577. E se n for impar é análogo. Dai temos que 


|a * V5)" | é um nümero ímpar para todo natural n. 


Questão 132 (Finlandia 2000) 


Encontre todos os nümeros naturais n tais que n! » vn". 
Solucáo 


Рага п = 1 ои n = 2 a propriedade não vale. 
Lema: n° > (п + 1)”*, para todo natural n >1. 
Prova: 


n 1v 
nm»(ne1"'((ne1)-m»(n-1P^on-*1» (+2) e como (+2) <3, 
7 


entáo vale o lema. 
Agora vamos ao problema: 
Vou provar que n! > 4m para todo n natural n > 2, por indução: 


i) n = 3, temos que (3!) > ve. 


ii) Suponhamos a propriedade válida para n = К: 
ki> di (Н!) 
iii) Vou mostrar que vale para n = k + 1: 
(к + 11)? > (KI? - (k + 1?» kk + 1)? > (k + 1) 4Kk + 1)? > (k + 1), logo vale a 
propriedade. 


Assim n! > Ма" para todo п natural п > 3. 
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Questào 133 (Holanda 1983) 


Prove que se n é um interro positivo impar, entáo os dois últimos algarismos 
de 2?" (2?"" — 4) na base 10 são 28 


Solução 
Lema: Para todo n natural impar, temos que 40-2* = 60 (mod 100). 


Prova: 
Vou provar isso por indução: 


i) Para n = 1, temos que 40:2™ = 60 (mod 100). 
*) Suponhamos a propriedade válida para n = К (onde К é impar), i.e: 
40:2% = 60 (mod 100) (H.I) 
ai) Vou mostrar que vale para n = k + 2: 
40-27*** = 16:(40-2*) = 16-60 = 960 = 60 (mod 100). 
Portanto a propriedade é valida para todo n natural impar. 
Agora vamos ao problema: 


Vou provar isso por indução que 2?*(2?**! — 1) = 28 (mod 100), para n natural 
impar. 


i) Para n = 1, temos que 2^ (2?"*! — 1) = 28, 
ii) Suponhamos a propriedade válida para n = k (onde k é Impar), i.e: 


2.281 4) = 2*k*! _ 220 = 28 (mod 100) (H.1.) 
iii) Vou mostrar que vale para n = k + 2: 


Басо = 1622*(22*°*%— 1)] = 429.925 = 2%] = 16: (16-(2"**") 2% = 
= 2562") — 16-2™ = 256:(2%+ 28) — 1627 = 240-2% + 256-28 = 40:22 + 68 = 
= 60 + 68 = 128 = 28 (mod 100). 

Portanto a propriedade é válida para todo n natural impar. 


Questáo 134 (Holanda 1982) 

Determine тас (n? + 2, n? + 1), onde n = 9%, 

Solugáo 

Vou mostrar que тас (n? + 2, п? + 1) = 1. 

Seja d = тас (n? + 2, nº + 1), entáo temos que d | (n? + 2) e d|(n*+ 1) 
Logo, di п? + 2n- (п + 1) > d|(2n- 1). 

Temos entáo que d| (2n— 1) е di(n?+2) > а [2-(п? + 2) – n (2n- 1) 
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>| (n + 4). 

Assim, temos qued | (2n— 1) e d|(n +4) = d[2-(n + 4) – (2n - 1) 
=d|9 >d=10u3 ou d=9. 

Como n = 0 (mod 3) > n? + 2 = 2 (mod 3), logo vemos que d = 1. 


Questáo 135 (Holanda 1995) 

Um canguru encontra-se num plano cartesiano. Sáo permitidos dois tipos de 
saltos: 

1) 1 para a direita e З para cima 

ii) 2 para a esquerda e 4 para baixo 


a) Prove que o canguru pode partir do ponto (0, 0) e chegar ao ponto (19, 95) e 
determine o número de saltos necessários para ¡sso. 

b) Prove que partindo do ponto (1, 0) o canguru náo pode chegar ao ponto 
(19, 95). | 

с) Partindo do ponto (0, 0) determine todos os pontos (m,n) com т, п > 0, tais 
que o canguru pode alcangar. 


Solugáo 

a) No movimento (i) temos que: i 
Antes Depois 
(х, y) (x+1,y+3) 

No movimento (ii) temos que: . 
Antes Depois 
(х, y) (x-2,y -4) 


Se partirmos do ponto (0, 0) e realizarmos n movimentos (i) e m movimentos 
(ii), chegaremos ao ponto (n — 2m, 3n — 4m). Dai temos que: 
[п -2m=19 
|3n - 4m = 95 
Resolvendo esse sistema, temos que n = 57 e m = 19. Logo é possivel chegar 
ao ponto (19, 95) realizando 76 movimentos, sendo 57 do tipo (i) e 19 do tipo 
(ii). 
n-2m=18 
3n 4т = 95 
Claramente, esse sistema nào tem solugáo natural. 
n-2m=a 
c 
3n-4m=b 


b) Analogamente á letra a, temos que: | 
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; b- За ; 
Resolvendo esse sistema, temos дие п =b —2a em = a Assim temos 


DIR 20 e naturais. Dai a solução são os pares (a, b) 


queb-2a2 0e 


onde a e b sáo inteiros, b > 2a e b - 3a é um número natural par. 


Questáo 136 (África do Sul 1997) 
Determine todos os inteiros náo-negativos x, y tais que 1 + 3* = 27. 
Solugáo 


(0, 1) e (1, 2) claramente são soluções. Entretanto, se y > 3, então 2/- 1 = 7 
поа 8) e 3“ = 1 ou З (mod 8), portanto nào havendo outras soluções. 


lestáo 137 (Polónia) 
Ache todos os inteiros x, y tais que: x^(y— 1) + y^(x- 1) = 1. 
Solugáo: 


Façax=u+1ey=v+1. Dai temos que (u + 1v + (у + 1}u = 1 = 
=—uv(u+v+4)+u+v=1=—uv(u+v+4)+u+v+4=1+4—> 
> (uv + 1):(u + v + 4) = 5. 


Dai temos 4 possibilidades: 


Possibilidade 1: (uv + 1) = 1e(u+v+4)=5 

Neste caso temos que u = 1 — v (pela segunda). Substituindo na primeira, 
temos que у-(1 – м) = 0 = у = 0 ои 1 2 x = 1 ou 2 > y = 1 ou 2. Logo a 
solugáo da possibilidade 1 é (1, 2) ou (2, 1). 

Possibilidade 2: (uv + 1)=5e (и+у + 4) = 1 

De тапеіга análoga ао primeiro caso, vemos que essa possibilidade пао tem 
solução. 

Possibilidade 3: (uv + 1)=-1e(u+v+4)=-5 

Analogamente ao primeiro caso, vemos que essa possibilidade não tem 
solução. 

Possibilidade 4: (uv + 1) 2 – 5е(и+у + 4) = – 1 

Analogamente ао ргітеіго caso, vemos que essa possibilidade tem como 
solução (-2, 5) e (5, —2). 
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Questáo 138 (Roménia) 
CA cie E 1113 
Encontre todos os inteiros positivos x, y, z tais que: = + у + ZE" 


Solução 
Podemos supor, sem perda de generalidade, que 2 x < y s z. 


Dai temos que 1 > 1 iyd + | 
x 


3 

< 3 > 2 <s> > х<5. 
x 5 x 

Assim, temos 4 casos a analisar: 


Caso 1: х= 2 


Se x = 2, епідо temos que Lyd =—. 
y z 10 
Сото 121251,1. 1. y £20. Logo y e (11, 12, 13, ..., 19, 20). 
z y y z 10 


Por inspeção achamos as soluções: 
(2, 11, 110), (2, 12, 60), (2, 14, 35), (2, 15, 30), (2, 20, 20). 
Caso 2: х= 3 


Com um raciocinio análogo ao caso 1, achamos as soluções (3, 4, 60. 
(3, 5, 15), (3, 6, 10). 


Caso 3: х= 4 
Com um raciocinio análogo ao caso 1, achamos а solugáo (4, 4, 10). 
Caso4:x=5 


Com um raciocínio análogo ao caso 1, achamos a solução (5, 5, 5). 


Questáo 139) (Rússia 1963) 


Sejam a, b inteiros positivos tais que тас (a, b) = 1, prove que тас (а? + b?, 
a+b)=10u2. 


Solugáo 
Seja а = mdc (a? + b?, a + b) então d | (a? + b°) e d|(a* b) > 
=>d|(a+b)?-(a?+b’)=2ab > d|2a(a*b)-2ab = 2a’. 


Analogamente, prova-se que d | 2b? e, como mdc (a,b) = 1, temos que d | 2, 
logod=1 ou d=2. 
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É fácil ver que se a = b = 1, temos que тас (а? +b а + b) -2esea- 1e 
b = 2, temos que mdc (а? + b^ a+b)= 1. 


Questáo 140 (Rüssia 1962) 
Seja o polinômio P(x) = ax? + bx? + cx + d. Prove que não existem inteiros 
а, b,c,d tais que Р(19) = 1 e P(62) = 2. 
Solugáo 
Suponhamos, por absurdo, que existisse tais a, b, c, d. Dai teriamos que: 
1%a + 19% + 19c + а = 1 e 627a + 6220 + 62c +d = 2 
a-(62° – 19°) + b-(622 — 195) + c«(62 — 19) = 1 
a(43)(62? + 62-19 + 192) + b-43-81 + 43c = 1, absurdo, pois o primeiro 
vembro é múltiplo de 43 e o segundo não. 
luestào 141 (Chile 2006) 
Ache o maior nümero C tal que para todo x se verifica a desigualdade 
x? > Clxi49. 
Solução 
Seja n =|x]e m = {x}. Dai temos que x = m + ne (m + n > Cmn. 
Para C = 4, temos que (m + п)? > 4mn > (m – п)? > 0. 
Agora se C > 4, tome n = 1, daí temos que: 
(1+т)?>Ст > m?+(2-C)m+1 > 0. 
Como f(m) = m? + (2 — C) m + 1 é uma função do segundo grau, temos que fé 
continua e como f(1) = 4 — C « 0 e f(0) = 1, temos pelo teorema do valor 


intermediário que existe um m e (0, 1) tal que f(m) = <0, portanto, a 


desigualdade é falsa. Concluímos que o maior valor de C é 4. 


Questão 142 (Irlanda) 

Uma função f : N — N satisfaz às condições: 
i) f(ab) = f(a)-f(b), se тас (a, b) = 1 

ii) f(p + q) = f(p) + Қа), se mac (p, q) = 1 
Mostre que f(2) = 2, f(3) = 3 e f(1999) = 1999. 


Solugáo 


Seja p um número primo impar, entáo f(2p) = f(2)-f(p). 
Como, f(2p) = f(p) + f(p) = = 2 - f(p) > f(2) = 2. 
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Além disso, f(4) = f(2) + f(2) = f(12) = 4-f(3). 

Por outro lado (12) = f(7) + f(5) = [2:f(2) + f(3)] + [f(2) + f(3] = 6 + 243) = 
> ҚЗ) = 3 

Finalmente 

f(5) = f(2) + (3) = 5 > f(15) = 15 > f(13) = 13 > f(26) = 26 > f(23) = 23 
Mas, f(13) = 13 > f(11) = 11 > f(33) = 33 > f(31) = 31 > f(29) = 

Logo f(2001) = f(3)-f(23)-f(29) = 2001 = f(1999) = 1999. 


Questao 143 (Grécia 2000) 
Determine o número primo p tal que 1 + p + p + p? + р“ é um quadrado perfeito. 


Solução 
Р 5р? р 
1tprp +p +p sm [e 841] =+ dd 
d. p 
Por outro lado, temos que (o? + JE 1 (e 2 +2 = 5112р» 8. 


Note que р ё impar, pois р = 2 náo ё solugáo. Assim temos que 
іре p + Б + > Substituindo na equagáo e simplificando, temos que 
-3-2p+p"=0=>p=-10up=3.Logop= 3 ёа única solução. 


Questáo 144 (Eslovénia) 


Encontre todas as funções f: R — R, tais que: f(x — f(y)) = 1 — x — y, para toa 
X, y reais. 


Solugáo 

Faça x= y + Қу) > Қу) = 1- (f(y) + y) -у 2: у) =1-2у = Қу) = = -y. 
Logo f(x) = i — x. Substituindo esta função na equação original, vemos 
facilmente que ela satisfaz. 


Questão 145 (IMO 1963) 


юр 


Prove que cost - goat + dosnt 
7 7 7 
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Solução 1 
2x 5л 2л 31 
-cos< = cos > cost – соѕ5 2 + cos = 
7 7 7 7 7 
6n 
-sen0 + sen 
a == = —, pois sen% = sen. 
7 7 2sen 2 7 7 
7 
Solução 2 
a™ eu 
Sabemos que cosa = = 
Dai temos que 
¡E z 221 125 ¡A ja 
cos -cos2" nen A 1 £ eee! go est vere! of, 
7 КЕРЕ 2 2 2 2 


a 
' 
Fazendo w = e ?, temos que: 


-1 1 -2 2 -3 3 
ШОСЕ ag Leo ы com ol ЕР qus 
2 2 2 
1 2 3 
IW IW. NS. C iesu чуў +(-w3) + w2 -w° +1=0 
w w? w? 
Pela fórmula da soma dos termos da P.G. temos que: 
7 
-w) -1 
wa ew? -ws С “To, pois (м)! = e" = cos n + i- sen n= 
-W – 
=-1, 
Solução 3 
3n 3л 5n п Зл Sr 
Note que 37 AR 3—+4—=3n ao logo 2, =, = 
q Ni: рын: A ae oe E 
sáo on da equação cos 4x = — cos 3x — cos 4x + cos 3x = 0 > 


ao Beg (ed -cos © = 0 — cos E = 0 ou cos É = 0. 
2 2 2 2 


Parte 1: Resolver a equaçào cos = = 0. 


7X я п 2Кл n Зх 5n On tfn 131 132 

= Кл ХЕ ә MS, — 2, —. —, —: mas cos 2 =cos—, 

2 2 7 7 7T 7 7 7 7 7 7 7 
3 11a 5л 9л л Зп Sn 


x 
COS— = COS——, COs— = COS. há 4 sol = QT 
7 7 7 [e] 7 Logo soluções distintas TCTT 
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Parte 2: Resolver a equagáo cos 5 = 0. 


x 
2 
Por outro lado, temos que: 

cos 4x 2 8 cos^ x - 8 cos? x + 1 e cos Зх = 4 cos” x- „3 COS x. 

cos 4x = — cos Зх = 8 cos* x + 4 cos? x — 8 cos? x — 3 cos x + 1 = 0 > 
> 8% + 4t — Bt? — 3t + 1= 0, onde t = cos x. Claramente —1 é raiz desse 
polinômio. Temos então 8t* + 4° — 8? — 3t + 1 = (t + 1) · (82 — 4 — 4t + 1), eo 


л A ais. a 
= 2 + ka => X = пл + 2kz, logo x= x é a única solução 


polinômio 8t? — 4t? — 4t + 1 tem como raizes cos Е cos =, cos =. 
Pelas RR de Girard, temos: 
3x 5л 4 1 27 37 
COS — + cos — + cos — = — = — = cos — — COS — + cos —. 
; 7 7 8 2 т 7 7 


Questáo 146 (Bulgária 2008) 
Prove que existe uma fungáo f: N — N, tal que f(f(n)) = 3n, para todo n natural. 
Solugao 


Defina a seguinte fungáo: 
ie se o expoente de 2 na fatoraçào prima de n for par 
f(n) = 


| se o expoente de 2 na fatoração prima de n for impar 

Note que f(f(n)) = 3n, pois: 

Caso 1: se o expoente de 2 na fatoragáo prima de n for par. 

Neste к=. temos que f(n) = 6n. Dai, o expoente de 2 em 6n é impar, assim 
f(f(n)) = — = Зп. 

Caso ae se o expoente de 2 na fatoracáo prima de n for impar. 


Neste caso, temos que f(n) = > daí o expoente de 2 em 6n ë par, assim 


f(f(n)) = E = Зп. 
Obs: Na verdade, com um raciocinio análogo a esse, podemos provar algo 
mais geral: 


Seja р ë um número primo qualquer, prove que existe uma função f: N — N. 
tal que f(f(n)) = p : n, para todo n natural. 


——— o — 
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Questáo 147 (Roménia 2003) 


Mostre que para todo n natural, a parte fracionaria de Уп 4n? não é maior 
do que 0,25. 


Solução 
Note que (2n)? < 4n? + n < (2n + 1), logo a parte inteira de Yn+4n? é 2n. 
Assim a sua parte fracionaria é vn +4n? —2n. 


[ ..2 1 1 
Agora suponhamos, por absurdo, que Vn + 4n? - 2n > 17 Мп+ 4n? > 2n + 17” 


AI 


= 4n°+n>4n2+ n + = absurdo!. Logo, temos que Vn+ 4n? ~2n< 
ч А 1 
Sua parte fracionária ё menor ou igual 4 


Questáo 148 (Estónia 2009) 
Encontre todos os inteiros positivos (x, y, z) tais que 99x + 100y + 101z = 2009. 


Solução 
Note que 99x + 99y + 99z < 99x + 100y + 101z < 101x + 101y + 101z > 
> 19 < 2009 <x+y+z< 2999 < 21, logo temos que x + y + z = 20. 


Agora temos que 99x + 100у + 1012 = 100 · (x + y + z) — x + z = 2009 > 
= — x + z = 9 > z z 9 + x. Como x + y + z = 20, temos que x + y + (x + 9) = 
= 20 —у = 11 -2x => x = 1 ou 2 ou 3 ou 4 ou 5. Por inspeção temos que as 
soluçóes sào (1, 9, 10), (2, 7, 11), (3, 5, 12), (4, 3, 13), (5, 1, 14). 


Questáo 149 (Estónia 1994) 


: n 
Prove que n! termina em menos de 4 zeros para todo n natural. 


Solugao 
Я ¿|n n n 
A quantidade de zeros de n! é | = |+| = |+...+| — |, mas 
5} 15 5* 
D 
n n n n n n 5 n 
= — |+ — | £$ — + — — = = — 
Iss] ias els 
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Questáo 150 (México 1988) 


Se a e b sáo números inteiros positivos. Prove que 11а + 2b é múltiplo de 19 
se e somente se 18a + 5b também é. 


Solugáo 


Note 2 · (11а + 2b) + 3 - (18a + 5b) = 19 · (4а + b), logo se 2 · (11a + 2b) é 
múltiplo de 19, entáo 3 - (18а + 5b) é múltiplo de 19, portanto (18а + 5b) é 
múltiplo de 19. A reciproca é análoga. 


Questáo 151 (Estónia 2001) 


Determine todos os números naturais a tais que a equação |x — 1| + |x — 2] + 
+ [x — 3| + |x — 4| +...+ |x — 2000] + |x — 2001| = a, possui uma única solução 
determine a. 

Solugáo 


É fácil ver que se t é solução, então 2002 - t também é solução de 
t- 1] + [t- 2] + t7 3] + |t 4] +... + lt - 2000] + |t — 2001] = a. 

Devemos ter 2002 — t = t = t = 1001; portanto а = 1000 + 999 +... + 1 + 0 + 
+ 1 +2 +...+ 999 + 1000 = (1000 + 1) + (999 + 2) +... + (2 + 999) + (1 + 1000) = 
= 1000 · 1001 = 1001000. 


Questáo 152 (México 1991) 


A soma dos quadrados de dois nümeros inteiros consecutivos pode ser 
quadrado perfeito, por exemplo 3? + 4? = 5? Prove que a soma dos quadrados 
m inteiros consecutivos não pode ser um quadrado perfeito se m = 3 ou 6 e 
dé um exemplo de 11 inteiros consecutivos, tais que a soma dos seus 
quadrados seja um quadrado perfeito. 


Solucao 


Parte 1: Caso m= 3. 

(n= 1Y +n+ (n + 1)? = 3n? + 2, que пао ё quadrado, pois 364222 (mod 3). 
Parte 2: Caso m = 6. 

(0-2) + (t 1 + É + (t + 1 + (t + 2) + (t + 3)? = 68 + 6t + 19 

Caso 1: t = 0 (mod 4) 

Neste caso, temos que 6€ + 6t + 19 = 19 = 3 (mod 4) que não é quadrado 
Caso 2: t = 1 (mod 4) 

Neste caso, temos que 6€ + 6t + 19 = 31 = 3(mod 4) que não é quadrado. 
Caso 3: t = 2 (mod 3) 

Neste caso, temos que 6t + 6t + 19 = 55 = 3 (mod 4) que não é quadrado 
Caso 4: t = 3 (mod 3) 

Neste caso, temos que 62 + 6t + 19 = 91 = 3 (mod 4) que não é quadrado. 


132 3 Soluções do capitulo 1 


Parte 3: Dé um exemplo de 11 inteiros consecutivos tais que a soma dos 
seus quadrados seja um quadrado perfeito. 

(t—5)* + (t2 4 + (t— 3)? (28 + (t2 1? + + (t—2)2 + (te 1 + (te 2) + 
+ (t + 3)? + (t+ 4)? + (t + 5)? = 116 + 110. Dai basta tomarmos t = 1. 


Questáo 153 (Chile 1997) 


Para cada n inteiro positivo n, seja K, = n? + n + 1. Prove que K, nào é 
quadrado perfeito para todo inteiro positivo n. 


Solugáo 

Сото K, = п + п + 1 > nš < K, < (п + 1) assim temos que K, nào é 
quadrado perfeito para todo inteiro positivo n. 

Questao 154 (Russia) 


Encontre todos os pares de naturais (a, b) com a seguinte propriedade: а? +0 
e b? + a sáo ambos quadrados perfeito. 


Solugao 
ie a? + b e b? + a são ambos quadrados perfeito, então a? + > (a + 1 > 
> b > 2a. Analogamente a > 2b > 2а > 4b > b > 2a > 4b, absurdo. 

Questáo 155 (Massachussets 2007) 

Prove as identidades: 


sen2x 
2senx 


a) cosx= 


sen4x 


b) cosx+cos3x = 
2senx 


sen6x 
2senx 


C) cosx+cos3x +cos5x = 


sen8x 
d) соѕх + cos3x + cos5x + cos7x = ———— 
2senx 
sen2nx 


e) соѕх +cos3x +... + cos(2n - 3)x + cos(2n - 1) = 
2senx 


Solução 


Vamos fazer somente a letra e. As demais letras são casos particulares da 
letra e. Note que os arcos dos cossenos estão em P.A. Dai podemos usar a 
formula da questão 46 do capitulo 2. Temos que: 
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sen2nx.cos0? _ sen2nx 


COSX + COS3X +... + cos(2n - 3)x + cos(2n- 1) = - 
+ КЕ pes ( ) 2senx 2senx 


Questáo 156 (Rússia 1983) 
Se a e b sáo àngulos agudos, tais que: 


sen? a + sen? b = sen (a + b), prove quea + b= 


NIN 


Solução 

Se sen? a + sen? b = sen(a + b) > 

sen? a + sen? b = sen a-cos b + sen b-cos a => 

sen a:(sen a — cos b) = sen b(cos a — sen b). 

Como sen a > 0 e sen b > 0, temos trés casos a analisar: 

(sen a - cos b) > 0 e (соѕ а – ѕеп b) > 0 ou 

(sena - cos b) <0 e (cosa-sen b) <0 ou 

(sen a - cos b) = 0 e (cosa — sen b) = 0. 

Vamos mostrar que os dois primeiros casos sáo impossiveis. Logo devemos 
ter (sen a — cos b) = 0 e (cos a - sen b) = 0. 


Caso 1: (sen a - cos b) > 0 e (cos a - sen b) > 0. 

Se (sen а - cos b) > 0 e (cos a — sen b) > 0 = sena» cosbe 
cos a > sen b > (sen a)? > (cos 0)? e (cos a)? > (sen b)? => 

(sen a)? + (cos? a)? > (cos b + (sen? b)? > 1 > 1, absurdo. 

Caso 2: (sen a — cos b) < 0 e (cos a — sen b) < 0. 

Se (sen a - cos b) < O e (cos a — sen b) < 0 > sena < cos b e 
cosa «sen b > (sen ay < (cos by e (cos ay < (sen b)? > 

(sen а)? + (cos? a)? < (cos b)? + (sen? b)? => 1 < 1, absurdo. 

Portanto temos que (sen a – cos b) = 0 e (cos a — sen b) = 0 > sen a = cos b 


duos a sëndbi= den a son S b .Como0sbs E ctae St pal 
2 2 2 2 
Temos também que 0 < а < x. Assim, temos que sen a = sen 5 -b] = 


а= 5-реа+ь= 5 


Questão 157 (Canadá 1974) 


Seja ABCD um retángulo BC = ЗАВ. Se Р e О são pontos sobre BC, tais que 
BP = PQ = QC, prove que: 
2 DBC + 4 DPC = z рас. 
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Solução 

Seja a = < РОС, B = < DPC e y = < DEC. Seja AB = x, então temos que 
1 1 

BC = 3x, BP = PQ = QC = x. Dai temos que tg a = 1, tg B = 3 e tg y = 3 


Note que tg(B + y) = =1. 


-4.1 

23 

Comoa<90° e В +у < 180° e tg(p* y) = ба > В+у= о. 

Questáo 158 (Canadá 1969) 

Sejam a, b, c lados de um triángulo. A bissetriz do ángulo C corta AB no ponto D. 


aços 


rove que CD = 
a+b 


Solução 


Seja x = CD, temos S(BCD) = E ax sen, S(ACD) = — ‘bx sen S e 


1 
2 
S(ABC) = i ab sen C. Por outro lado, observe que S(ABC) = S(BCD) + S(ACD) > 


1 1 С 1 С 1 С С 
= — ‘ар sen C = —-ax sen~ + — bxsen— > —-absen—-cos — = 
2 2 2 2 2 2 2 2 


ab-cos< 
2 


= À ax sen © + 4 ox sen = => ab-cos С =x(a+b)> x= 
2 2 2 2 2 a+b 


Nota: S(BCD) denota a área do triângulo BCD; S(ACD) denota a área do 
triángulo ACD; S(ABC) denota a área do triángulo ABC. 
Questáo 159 (Bulgária 1999) 


Seja M o ponto médio do lado BC de um triângulo ABC no qual 4 CAB = 45º e 
Z ABC = 30°. 
a) Determine Z AMC. 


b) Prove que AM = АВ ВС 
2-AC 


Solugao 
a) Como 4 САВ = 45° e Z ABC = 30? > Z ACB = 105º. 
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J2 + 6 
E 
Usando a lei dos senos no triángulo ABC, temos que: 


sen 105? = sen (60 + 45) = 


o 


э b AA e ees) 
2 145.46 2 2 

2 2 4 

Faça x = AM. Usando a lei do cossenos no triángulo ABM, temos que: 


YE] -2(2)-(( 4) E ЗЕРНЕ ку 


2 2 2 2 


2 
Note que [2:5] 2252 pr, Dai temos que 


_ a 72 * V6 
2 
Usando a lei dos senos no triángulo AMC, temos que: 
a/2  _¿V2+v6 
2.2 sena = 22 = а = 45°. 
sena 2 + 4/6 2 
2 


5. 
b) Da letra a, temos que A = al eu) BC = a, AM=a = е 


АС = za Dai temos que: 


Questáo 160 (KRMO 1997) 


Um trapézio possui diagonais perpendiculares e altura 10. Encontre a area do 
trapézio, sabendo que uma de suas diagonais mede 13. 


Solugáo 


Vamos supor, sem perda de generalidade, que BD = 13. 
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Sejam AP = y, CP = z, BP = x. Dai temos que DP = 13 - x. Note que como 
AB // CD, temos que Z BDC = ¿X ABP e Z PAB = Z PCD; logo os triángulos 
ABP e CDP sáo semelhantes. Temos entáo: 

-2 NIME а ЫА 

13-x z x 
Prolongue CD e seja X um ponto desse prolongamento tal que BX é 
perpendicular a tal prolongamento. Оаї temos que os triángulos BDX e АВР 
*ào semelhantes, ou seja: 


'elo teorema de Pitágoras, temos que: 


(DX)? + (10)? = 13? 2 Dx = V69 > X - 10 


x 69 
Agora vamos calcular a área do trapézio: 
S(ABCD) = S(APB) + S(CPB) + S(CPD) + S(ADP) = 


= 1.Ар.рв + 2-СР-РВ + 1.СР.РО + 1.АР.Рр= 
2 2 2 2 
=> АР -(PB+PD) + 5 CP (PB + PD) = 
1 1 1 1 
= AP (BD) + — СР: (ВО) = —-BD-(AP + CP) = —-BD-(AC)= 
2 2 2 2 
1 _ 13 . 13 (Ex) 169/ 10 
=—-— 13: +z)= —- el —— | = —| — |= 
2 +z) 2 (у x 2 x 2 \./в9 
_ 845 _ 845/69 
des 69 ` 


Questào 161 (Bélgica 2006) 


a) Encontre todos os números reais a, tais que cos (4a) = cos (3a). 


b) Determine inteiros a, b, c, d tais que соз27, cos 27, cos, sáo solucóes 


da equaçào ax? + bx? + cx + d = 0. 
Soluçao 


a) cos (4a) = cos (Зо) <> 4a = За + 2kx ou 4a = (27 = Зо) + 2Кл > a = 2kn ou 


r+ 2k * . 
a= AS logo as únicas soluções no intervalo (0, 21) sao a = 0, =, рш 


бя P 2x 4n бп . А ж 
е xs Assim, 1, cos = cos , COS T" são as raizes dessa equação. 
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Por outro lado, temos que cos (4a) = 8 соз“ a — 8 cos? a + 1 e cos (За) = 

= 4 cos? а ~ 3 cos a. Faça cosa = t. 

Dai temos que: 

cos (40) = cos (За) > 8t — 4t? — 82 + 3t + 1 = 0 = (t — 1) - (BC + 4é — 4t — 1) 
2n 4n бл 

dai a equação (82 + 42 — 4t — 1) tem como solugóes cos Y" COS п Fa cos — 7 

Questáo 162 (Índia 1997) 


"m m n+1 
Prove que nào existem inteiros positivos m, n tats que a + mis 


Solugáo 

Lema 1: Seja p um número primo da forma 4k + 3. Se p | m? + n?, entáo p | m 

еріп. 

Prova: 

Suponhamos, por absurdo, que p náo divide m; logo p náo divide n, pois 

p | (m° + п?). 

Por outro lado, como p náo divide m, temos que mdc (m, p) = 1, entáo pelo 

teorema de Fermat temos que m"! = 1 (mod p). 

Como p | (m? + n?) — n? = — т? (mod p) > (nm? = — (т? >!) (mod р) 
p-1 

> (пот? 2)? = —1 (mod p) > (nm = (-1) 2 (mod p) > 


(nm! = (49% * 1 (mod p) = (n m*?*)*" = —1 (mod p). absurdo, pt 
teorema de Fermat. 


Logo p | m. Analogamente, temos que p | n. 


Lema 2: Seja t um número natural tal que t = s:(4r + 3), onde s e r são 
nümeros naturais; entáo t tem um fator primo da forma 4k * 3. 

Prova: 

É fácil ver que t tem um fator primo impar. Agora suponhamos, por absurdo, 
que (4r + 3) tenha só fatores primos da forma 4k + 1 dai 4r + 3 = 1(mod 4), 
absurdo!; logo temos que 4r + 3 tem um fator primo da forma 4k + 3. 

Agora vamos ao nosso problema: 

m n+1 


—+——=4 = mš + n? = n-(4m - 1). Pelo lema 2, temos que m? +n? possui 
n 


um fator primo p da forma 4k + 3. 


Dai pelo lema 1, temos que p|m e pin, absurdo pois тас (p, m) = 1. 
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Questáo 163 (Índia 1992) 
Num triángulo ABC, 4 BAC = 2:4 ABC. Prove que а? = b:(b + c). 


Solugao 


Seja Z ABC = a. Dai temos que Z BAC = 2a e Z ACB = 180? — Зо. Pela lei 


dos senos, temos que: 
a b с а b (9 


sena sena sen(180%-3a) senza sena senda 
e с= b(3 — 4-sen°o). 

Jai temos que: 

ЫЫ + с) = b{b + b(3 — 4-sen? a)] = b-[b:(4 ~ 4:sen? a) = b-[4b-(1 — sen? a)] = 
4b*cos? a. 
Por outro lado, temos que a = 2b'cos а => а? = 402:соѕ? a. 
Portanto, temos que а? = b'(b + с). 


а = 2b'cos a 


Questão 164 (india 1993) 
Prove que existe um número natural n tal que n ! tenha exatamente 1993 
zeros. 


Solugao 


A quantidade de zeros que tem em n ! é quantidade de fatores 5 que tem nl. 
Logo a quantidade de zeros é: 


n 
AA „ы тй qdo d 
5 5? ree 5k "5 5? dE sk do 4 


Temos que 1993 < - > 7972 <n. Por inspeção, temos que 7975 e 7980 não 


são solução, mas 7985 é solução. 


Questão 165 (Italia 1987) 

Prove que para inteiro n, o número 3x? + 5x – 8x é múltiplo de 120. 
Solução 

Note que (n — 2) (n — 1)n(n + 1)(n + 2) = n? — 5n? + 4n é múltiplo de 120. 
Note que (n - 3)(n — 2)(n — 1)-(n)(n + 1) = n? — Sn‘ + 5n? + 5n? — 6n é múltiplo de 


Note que (n + 3)(n + 2)(n + 1)n(n — 1) = nŠ + 5n* + 5n? — 5n? — бп é múltiplo de 
120. 


| 


| 
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Logo temos que (n? — 5n? + 4n) + (n? — 5n* + 5n? + 5n? — бп) + 
+ (nŠ + бп + 5n? — 5n? — бп) = 3n* + 5n? — 8n é múltiplo de 120. 


Questáo 166 (Vietnà 1982) 
Ache a, b, c inteiros tais que as raizes da equação ах“ + bx + с = 0 são 
cos 72? e cos 144°. 


Solução 1 


Pela questáo 42, já sabemos que cos 72? = e cos 36? - 


-1+ 45 1+5 
4 4 0 


; 1 A . 
Dai temos que cos 72º + cos 144º = cos 72º — cos 36º = E e além disso: 


cos 72º-cos 144? = — cos 72°-cos 36º = - 


Logo a equação x? + 5х ots O tem como raizes cos 72° e cos 144°, assim 


as raizes da equação 4x” + 2x — 1 = 0 são cos 72? e cos 144° 


Solugáo 2: Sem calcular cos 72° e cos 144°. 
1 
Pela questáo 78 letra c, temos que cos 36? — cos 72° = 2 


cos 72? * cos 144? 7 cos 72? — cos 36? - -5 ; 


Note que cos 72°-cos 144° = — cos 72º-cos 36° = 
-sen?72? sen144º 
= -С0572°.с0536°. sen 72º. sen36º 2 2 
sen72º.sen36º sen72º.sen36º 


-sen72º sen36º 


AA NEP 
sen72?.sen 36? 4 


Assim as raizes da equação 4x? + 2x — 1 = 0 são cos 72? e cos 144°. 


Questáo 167 (MOCP) 
Prove que sec 40? + sec 80? + sec 160? = 6. 


Solugáo 


140 3 Soluções do capitulo 1 


Note que 40º, 80º e 160º satisfazem a equação cos 3a = -5 


Usando a identidade cos Зо = 4cos%a — 3cos a, temos que: 


cos Ja = - > 8 cos? а — 6 cos a + 1 = 0, logo cos 40°, cos 80°, cos 160° 


sào as raizes do polinómio 8 cos а — 6 cos e + 1 = 0. 


Assim, temos que: 


6 
cos 40?-cos 80% + cos 160°:cos 80° + cos 40%cos 160° = = 


cos 40°:cos 80?-cos 160° = -4 


1 1 1 
+——— + -— — 
cos40? cos80? соѕ160° 


sec 40? + sec 80? + sec 160? = 


_ cos 40° cos 80? + cos160? cos 40? + cos 160? cos 80? 
cos 160? cos80° cos 40° 


6. 


Juestão 168 (Croácia 2001) 
a’ +b’ «c? 


Se a+ b + c= 0, calcule o valor da expressão ———F 
abc. (a° +b" +c’) 


Solução 


Seja х? + mx? + px + q = 0, um polinômio de terceiro tal que suas raizes são а, 
b, c. Dai temos que a + b + c = — m = 0, ab + ac + bc = p e abc = — q. Assim, 
temos que: 
(a + b + c)° = a? + b2 + c? + 2-(ab+ ac + bc) > а? + b? + с? = -2p 
Por outro lado, temos que: 
a*+pa+q=D0= а? = – ра – 9 (i 
b° + pb + q = 0 = b? = ~ pb ~ q (ii) 
C? + pc + q = 0 > а? =- pc -q (ii) 
Somando (i) + (ii) + (iii), temos que a? + b? + c? = p : (a + b + c) - 3q = -3q. 
Da mesma forma, temos que: 
af + pa? + q = 0 = a* = — pa? — qa (iv) 
b* + pb? + q = 0 = b“ = — pb? — ар (v) 
cf + pc? + q = 0 = с^ = — pc? - qc (vi) 
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Somando (iv) + (v) + (vi), temos que a! + bf + c^ = - р-(а? + b^ + с?) — q(a + + 
b + c) = 2p?. 
Da mesma forma, temos que: 
а + pa? + qa? = 0 = aŠ = — pa? — qa? (vii) 
b° + pb? + qp? = 0 > b° = — pb? — qb? (viii) 
C^ + pc? + qc? = 0 = c? = — pc? — ас? (ix) 
Somando (vii) + (viii) + (ix), temos que a? + bŠ + c? = — p-(a? + b? + с?) — q(ai+ 
+ b° + c2) = 5pq. 
Da mesma forma, temos que: 
a’ + pa? + да“ = 0 >a’ = — pa? — да“ (x) 
b’ + pb? + ар“ = 0 = b! = — pb? — аб“ (xi) 
c! + pc? + qc* = 0 = c? = — pc? - ас“ (xii) 
Somando (x) + (xi) + (xii), temos que: 
a! + b” + c? = — p-(a5 + b5 + c) — q-(a* b* + с) = — 7р?а 


а? «b! «c' -7p 


Com isso, temos que 


Questáo 169 (Brasil 2003) 
Sejam a, b, c números reais náo-nulos tais que a + b + c = 0. Calcule os 
nae (a? +b? +03)? -(a4 +b4 « c^) 
possiveis valores de SS ee 
(а? +b° +c”) 
Solução 


Seja x! + mx? + px + q = 0, um polinômio de terceiro tal que suas raizes são a, 
b, с. Dai temos que a + b + c = — m = 0, ab + ac + bc = p e abc =- q. Assim 
temos que: 
(a + b + с)? = а? + р? + с? + 2-(ab + ac + bc) > а? + b? + с? = -2p 
Por outro lado temos que: 
à + pa +q = 0 > a? = — pa — q (i) 
b° + pb + q = 0 = b° = — pb — q (ii) 
c+ pc +q = 0 = a° = — pc — q (iii) 
Somando (i) + (ii) + (iii), temos que a? + b° + c? = — p-(a + b + c) — 3q = —3q. 
Da mesma forma, temos que: 
a‘ + pa? + q = 0 = а“ = — pa? — qa (iv) 
bê + pb? + q = 0 = bê = — pb? — ар (v) 
c + pce? + q = 0 с = — pc? — qc (vi) 
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Somando (iv) + (v) + (vi), temos que af + bf + cf = — p-(a? + b? + c?) — аа + 
+b+c)= 
Da mesma forma, temos que: 

5 3 2... 5: 3 2, .. 
a” + pa + qaf = 0 > a = – pa’ – qa” (vii) 
b° + pb? + ар? = 0 = b? = – pb? — qb? (viii) 
cŠ + pc? + qc? = 0 > с° = — рс? — qc? (ix) 
Ѕотапао (vii) + (viii) + (ix), temos que: 

aŠ + bê + cŠ = — p{a? + b? + c?) — qua? + + p? + c?) = 5pq. 

(a? +b? +c3)2.(at+bt+c3) (99? -2p?) 18 


Dai temos que Я 
А (a5 +65 + с}? (spa?) 25 


Questáo 170 (Austria 1991) 


Sejam a, b números racionais. Prove que se Va + Yb é racional, então Ya e 
Yb são racionais. 


Solução 

Сото Ya+Yb < О = (а + 6): e Q — a + b + зар (Ya+Yb) e Q > 
= 33/ab e Q > š/ab e Q. 

Сото Ya+%b e Q > (Ya + Yoy e Q > Ya? 4. Yo? + 2Yab e Q > 
> (Ya? + Yb? +286) - (Yab) e Q = (Уа? + Yb? + Yab) e О. 


Dai temos que or T = Ye - Yo e Q > (Ya + Yo) + (Ya - У) eQ 
la? + Yo? + Yab ° 


> 2%a eQ —> e e Q. Analogamente, provamos que Yo é racional. 


Questáo 171 (África do Sul 1998) 

Logs10 é racional ? 

Solugáo 

Suponhamos, por absurdo, que 109в10 fosse racional Então teriamos que: 
loga10 = E (onde a, b são naturais) > 8° = 10°, absurdo!, logo 109в10 é 


irracional. 


Questáo 172 (Estados Unidos 1973) 
Encontre todos as soluções (reais ou complexas) do sistema: 
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а +b +с=3 
a? +b? «c? = 3 


a? +b? «c? = 3 


Solucáo 


Seja h(x) = x? + mx? + px + q = 0, um polinômio de terceiro tal que suas raizes 
são a, b, c. Dai temos que + b + c = — m, ab + ac + bc = p e abc = —q. 


Adicionalmente, vem: (a + b + c)? = a? + b? + с? + 2-(ab + ас + bc) > 
= 9 = 3 + 2:(ab + ac + Бс) = ab + ac + bc = 3 > p = 3. 

Por outro lado, temos que: 

a? + та? + pa + q = 0 = a? = ma? — pa -q (i) 

b? + mb? + pb + q = 0 > b? = mb’ - pb - q (ii) 

сЗ + тс? + pc + q = 0 > c? = mc? — pc -q (iii) 


Somando (i) + (ii) + (iii), temos que: 
а? + b) + с = m-(a?+b?+c’)-p(atbtc)-3q > 
>3=-9+9-3q > q=-1. 


Assim, concluimos que h(x) = x? — 3x? + 3x — 1 = (x — 1), portanto, a única 
solução do sistema é a=b=c=1. 
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Capítulo 4 
Soluções do Capitulo 2 


Questão 1 
Prove que, para todo n natural, existem n números inteiros consecutivos tais 
que nenhum é primo. 


Solugao 


Tome os números (п + 1)! + 2, (n + 1)! + 3, ..., (n + 1)! + n, (n + 1)! + 
* n * 1. Note que nenhum destes nümeros é primo, pois (n * 1)! * 2 é divisivel 
por 2, (п + 1)! + З ë divisível por 3, ..., (п + 1)! + n é divisível por n e (n + 1)! + 
*n*1édivisivel porn + 1. 


Questáo 2 

Prove que toda fungáo pode ser escrita como soma de uma fungáo par com 
uma fungáo impar. 

Solução 

Seja h(x) uma função, devemos mostrar que h(x) = f(x) + g(x), onde f(x) é uma 
função par e g(x) é uma função impar. 

Temos h(-x) = f(-x) + g(-x) = f(x) - g(x). 


Assim, temos que f(x) = mecum e g(x)= SS 

Questao 3 

Prove que há infinitos números primos. 

Solugao 

Suponhamos, por absurdo, que a quantidade de numeros primos fosse finita, 
isto é, que os únicos primos existentes fossem pi, pa, ..., Pn-1, pn 

Nesse caso, o número genérico А = p.p... рь - vpa + 1 nào seria divisivel 
por nenhum dos números primos pi, р», ..., pa- Pn, logo A seria um novo 


nümero primo, o que seria absurdo, pois contradiz a hipótese inicial. 
Portanto, existem infinitos nümeros primos. 


Questao 4 
Prove que a equagáo 3” + 4* = 5* nào tem solugáo se x > 2. 


Solugáo 
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Claramente, x = 2 é solução da equação. 
E 
`5 


Сото f(2) = 1, temos que se x > 2 então f(x) < 1, logo 3* + 4* < 5*. 


ГА MX Nx 
Seja f(x) = B + ) . É facil que f(x) é decrescente para todo x > 2. 


Questáo 5 


a) Prove que cos 10? é irracional. 

b) Prove que cos 2? é irracional. 

C) Prove que cos 1? é irracional. 

d) Prove que cos 2a é irracional, entáo sen a e tg a sáo irracionais. 
e) Prove que sen 1? e tg 1° são irracionais. 


Solução 


a) Suponhamos, por absurdo, que cos10º fosse racional. Dai teriamos que 
cos 30º = 4.с05210° — 3.cos10? também seria racional (pois cos 3x = 4 cos x - 


43 


- 3 cos x), absurdo, pois cos 30? = * 


b) Suponhamos, por absurdo, que cos 2? fosse racional, daí teriamos que 
16.c0s (2%) — 20.cos? (29) + 5.cos(2°) = cos10? também seria racional (pois cos 
5x = 16 cos? x — 20 cos? x + 5 cos x), absurdo, logo cos2” é irracional. 

с) Suponhamos, por absurdo, que cos 1? fosse racional, dai teriamos que 
cos 2? = 2 cos? 1?— 1 (pois cos 2x = 2 cos? x — 1) seria racional, absurdo, pois 
cos 1? é irracional. 

d) Suponhamos, por absurdo, que cos 2a é irracional e sen a é racional. 
Como cos 2a = 1 — 2 sen? a e sen a é racional, temos que cos 2a é racional, 
absurdo, portanto sen a é irracional. 


Parte 2: Provar que tg a é irracional. 
Prova: 
Suponhamos, por absurdo, que cos 2a é irracional e tg a é racional. 
— te? 
Como cos 2a = Шы. = temos que cos 2a é racional, absurdo, portanto ty 


+ tg?a 


é irracional. 
e) Pela letra d, como cos 2? é irracional, temos que tg 1? e sen 1? sáo 
irracionais. 


Questáo 6 


Prove que cos 36°-cos 72? = 


bla 
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Solução 
sen72º ѕеп144° 
cos 36°-сов 72º = Sen36°-cos36°.sen72°.cos72° _ _ 2 КЫ 
sen72?.sen 36? sen72°-sen36° 4 


Questáo 7 


1 1 1 1 
+ + +...+— >=. 
n+1 n«2 n+3 2n 2 


Prove que para todo inteiro n > 1 vale que: 


Solucao 


Vamos provar isso por indugáo: 

i) Paran= 1, isso é verdade; 

ii) Suponhamos que a propriedade é válida para n = k, isto é, 
tetas (НІ) 

k+1 k+2 k+3 2k 2 


ii) Vamos provar que a propriedade vale para n = К + 1: 


1 1 1 1 1 1 1 
+—+—s..+—+ +— = — 
k+2 k+3 k+4 2k 2k+1 2k+2 k+1 

1 1 1 1 1 1 1 


—+—+—d..+—+ +——-— 
k+2 k+3 k+4 2k 2k+1 2k+2 k+1 
bla hipótese de indugáo, basta provar que 


EA 1 1 
2К +1 "2k«2 к+1” 
1 1 1 1 


+ _—> + — 
2k+1 2k«2 k+1 2k+1 2k+2 k+1 
é verdadeira. 


Note que =0; logo a propriedade 


Questáo 8 


Prove que a fungáo f:|R — (-1, 1), onde f(x) = é bijetora. 


1+x 


Soluçao 


= л 
Faça x = tg a, ond —,.= 
сах g a, onde a e [> =) = 
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Age a sena, + Sena 
=> f(x) = — =—-[cos aj = -cosa=sena. 
|seca| cosa cosa 


Obs: 


i) Note — 1 e 1 nào pertencem à imagem, pois a є = z), 


5 š -n x 
ii) Note que |cos a| = cos a, pois a e (=. 3). 


Questáo 9 


a) Prove que cos 20° é irracional. 

b) Prove que cos 4° é irracional. 

c) Prove que cos? 2° é irracional. 

d) Prove que sen 1? : cos 1° é irracional. 


Solugao 
a) Como cos Зх = 4 cos? x – 3 cos x, temos que cos 60° = 4 cos? 20º — 3 cos 20°. 
Fazendo cos 20° = t, temos que 4 — 3t = : > 8° — 6t 1 = 0. Agora faça 


и = 2t, dai temos que g(u) = и? — Зи — 1 = 0, logo pelo teste da raiz racional 
temos que os candidatos a raízes racionais da equação são 1 e —1. E com 
g(1) = — 3 e g(-1) = 1, então g não possui raizes racionais e portanto 2u é 
irracional, logo cos 20º é irracional. 

b) Suponhamos. por absurdo, que cos 4º fosse racional, dai teriamos, que 
16 cos? (4º) — 20 cos*(4°) + 5 cos(4º) = cos 20º (pois cos 5x = 16 cos? x - 
— 20 cos” x + 5 cos x) seria racional, absurdo!, logo cos 4? é irracional. 


c) Suponhamos, por absurdo, que cos? 2 fosse racional, dai teriamos que 
cos 4? = 2 cos? 2° — 1 (pois cos 2x = 2 cos? x — 1) seria racional, absurdo, pois 
cos 4? é irracional, absurdo!, logo cos? 2? é irracional. 

d) Suponhamos, por absurdo, que sen 1°-cos 1? fosse racional, dai teriamos 
que sen 2? = 2 cos 1º-sen 1° (pois sen 2x = 2 sen x cos X) seria racional, logo 
sen? 2° seria racional, portanto cos? 2° = 1 — sen? 2° seria racional, absurdo, 
pois cos? 2º é irracional, logo sen 1°-соѕ 1º é irracional. 


Questáo 10 


Resolva а equação no conjunto do números reais: x? - Зх = /x+2. 
Solução 


É claro que x > — 2. Agora vamos analisar 2 casos: 
Caso 1:-2<x<2 


148 4 Soluções do capitulo 2 


Dai podemos fazer x = 2 cos a, onde a e (0, x). Daí substituindo a equagáo 
original temos que: 


8 cos’ a — 6 cos a = Vacosa +? = (400872 = 2 cos s = 2 cos 3a = 


= 2 cos É = соз За = cos Č = За + = = 2Кл ou За — © = 2kn, onde k é 
2 2 2 2 
inteiro. 
4л 4т 
Como a e (0, л), temos que х = 2 cos 0° ou 2 cos = ou 2 cos —. 
Caso 2: x > 2 
Neste caso temos que x? - Зх > х? — 4x = x · (X? — 4) > 0. 
Por outro lado temos que х2 — x — 2 = (x - 2): (x+ 1) > 0 = x >Vx+2 > 
= x — 3x > x > Jx +2 , logo não há solução nesse caso. 
Questáo 11 


Prove que toda matriz pode ser escrita como soma de uma matriz simétrica 
com uma matriz anti-simétrica. 


Solugáo 


Seja A uma matriz, devemos mostrar que А = B + C, onde A. é uma matriz 
simétrica e g(x) é uma matriz anti-simétrica. Dai temos que A'sB'«c'sB-C. 


T T 
^ai temos que B = À + À e c= А-А . 
testáo 12 
1 1 1 
cule a soma — + —~ +—— +... + z 
12 2:3 3-4 n(n+1) 
lução 
1 1 1 
-+—+—+ = 
2 2:3 3.4 n(n+1) 


4 (3 4 Е >) 
oli [+ —-— |+ 
= 2 2: «9 3 4 


1еѕїао 13 


| 1 1) E 1 J n 
+| ——-— |+| --— | 
n-1 n n n+1 n+1 


jam as, az, ..., an termos de uma Р.А, prove que: 
an = a, + (n — 1) : r, onde r é a razão da Р.А. 


x 
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1 1 1 n-1 
b) * +..+ = š 
Va. + үа, Je; + уа Jen + Jan: В, NEM 


c) + i up pest 
85:81 asas а. `а1 AA 
Solugao 
ajaz-ay=r 
а-а = г 
а -аз= г 


an-1 — an2 = r 
an — а-1 = r 


des membro a membro temos que a, = a, + (n - 1)  r. 
Sg s Ml 

A 

> = [ув - as) 


E 90-2 = lê з] 
Жы ы 


Somando membro a membro, temos que: 


1 1 1 1 n-1 
— + eet c = -| Jan - J E чё эш 
va; + la, Jas + Ja, la, + Jan al a, a, | a, + Ja, 


EE) 
— – — |+| —=-— |+| —-— |t - +| —- = 
a а, а, а, a, а, 9(n-) — 9(n-2) a, An) 
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Questao 14 

Prove que V2 + /3 ë irracional. 

Solução 1 

Seja x = J2+V3 >x- V2 = Y3 >x-1=2V2 x= x*—- 2% + 1 = 8х > 
—x-10x «120. 


Pelo teorema acima as raizes racionais da equação só podem ser 1 ou —1, 
que claramente não são soluções (em ambos os casos, o valor numérico do 
polinómio é — 8). 


Logo esse polinômio só possui raízes irracionais, portanto /2 +43 é 
irracional. 


Solução 2 


Pelo lema da questáo 59 do capitulo 1 temos que: 

Sejam a, b números racionais, então Ja + Jb é racional se, e somente se, 
а e Jb são racionais. Como 42 e /3 são irracionais, temos que 
2 + 43 ë irracional. 


Questáo 15 


1 1 1 
et ===. 
Ji+ 02 J2+ V3 4399 + /400 


Calcule a soma S = 


Solucáo 


Pela questáo 13 letra c, temos que 


1 1 1 399-1 
Questao 16 
Prove que 3/20 + 1442 +Y20-1442 = 4. 
Solução 


Seja х = ¥20 +142 «3/20 - 14/2 = x° = 40 + 6x > x° — 6x - 40 = 0. 
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É fácil ver que 4 é raiz desse polinômio e x° – 6x — 40 = (x — 4) (x2 + 4x + 10). 
Note que as raízes de x? + 4x + 10 são complexas e ¥20 + 1442 + Y20 - 1442 


é real; logo 1/20 +14V2 +20 -14V2 = 4. 


Questào 17 


Sete moedas estáo sobre uma mesa mostrando a cara. Podemos escolher 
quaisquer quatro delas e virá-las ao mesmo tempo. Podemos obter todas as 
moedas mostrando a coroa? 


Solugáo 


Vamos denotar cara por 1 e coroa por 2 e a soma dos números por S. Dai 
inicialmente temos (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), portanto S = 7. Dai temos 5 casos a 
analisar: 


Caso 1: As 4 moedas víradas eram cara. 
Dai após o movimento teremos 4 coroas "novas" logo a nova soma se” 
S + 4, logo a soma permanecerá impar. 


Caso 2: As 4 moedas viradas eram 3 caras e 1 coroa. 

Dai após o movimento teremos 3 coroas "novas" e 1 cara "nova", logo a no 
soma será S + 2, logo a soma permanecerá impar. 

Caso 3: As 4 moedas viradas eram 2 caras e 2 coroas. 

Após o movimento, teremos 2 coroas "novas" e 2 caras "novas"; logo a nova 
Soma permanecerá sendo, logo a soma permanecerá impar. 


Caso 4: As 4 moedas viradas eram 1 cara e 3 coroas. 
Daí após o movimento teremos 1 coroa "nova" e 3 caras “novas” logo a nova 
soma será S - 2, logo a soma permanecerá impar. 


Caso 5: As 4 moedas viradas eram coroa. 

Dal após o movimento teremos 4 caras "novas" logo a nova soma será S — 4, 
logo a soma permanecerá impar. 

Em qualquer caso a soma permanecerá sempre ímpar, logo nunca podemos 
chegar a (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2) pois neste caso S = 14, que é par. 


Questáo 18 
Coloque os nümeros em ordem crescente: giis 38997-59998, 


Solucáo 


Note que 5? < 3? < 2º, logo (52)2999 < (33)2999 < (252% portanto 
55998 < 38997 < 214995 
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Questão 19 (Concurso para professor do Cefet — Piauí – Adaptada) 


Os movimentos de uma particula estando nos pontos (x, y) do plano, com x, y 
є N sao: S(x, y) — (x + 1, y + 1) e D(x, y) — (x + 1, y — 1). E possivel sair do 
ponto P(0, 0) para o ponto Q(35, 16), usando esses movimentos? 

Solucao 


Seja T = somas das coordenadas do ponto. Note que a soma inicial é zero 
Se realizarmos um movimento do tipo S, a soma aumenta em 2, mas 
permanece sendo um nümero par. E se realizarmos um movimento do tipo D, 
a soma nào se altera. A T sempre é par, portanto náo podemos chegar ao 
ponto (35, 16), pois neste caso teríamos T = 51 que é impar. 


Questao 20 
Prove que C:000.500 NAO é divisível por 7. 


Solugáo 


A idéia é contar o número de fatores 7 dos fatoriais. 


Note que 1000! tem 1000 + 1099 + 1009 = 142 + 20 + 2 = 164 fatores 7. 
7 7? 7e 
Analogamente temos que 500! Tem 9299 + 200 + rd =71+10+1= 
7 7? РА] 


82 fatores 2, portanto no numerador һа 164 fatores 7 e no denominador 
-ambém há 164 fatores 7, assim C:1000,500 Não é divisivel por 7. 


Questáo 21 (Concurso para professor do Cefet — Piaui — Adaptada) 


: Я РТР 1 1 
Seja 2 um número complexo unitário. Se 2 + — = 2 cos а. Calcule 2" + =: 

z z 
Solugao 
Como z é unitário temos que 2 = cosa + į -sena = z" = cos na + i: sen na. 


E 1 A А 
Adicionalmente, = = 27' = соз(-о) + i'sen(-a) > z ” = cos(-na) + isen (- по) = 
= cos (na) - i-sen (na), logo z^ + Ea = 2 cos (na). 

2 
Questáo 22 


Prove que para todo n natural a equação а" + b" =c"** tem infinitas soluções 
naturais a, b, c. 


Solucao 
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Tome a = b = 21" 'ec- 21", para todo t natural isso é uma solução da 
equação acima, logo ela possui infinitas soluções. 


Questão 23) 

Encontre todos os números naturais a, b, c tais que 2° + 2° = 2°. 
Solução 

Vamos analisar 3 casos. 

Caso 1: а= b-n 

Neste caso temos que c=n + 1. 

Caso 2:a>b 

Neste caso temos que 2° < 2? + 2? < 2#*' logo não ha solução. 


Caso 3:a<b 


Neste caso temos que 2° < 2° + 2? < 2^ *' 


, logo náo há solugáo. 


Questáo 24 
E : 7 » 21 4л 6n 

Ache uma equação do quarto grau cujas raizes são cos, cos- cos o: 

8x 
e cos—. 

9 
Solugao 
Seja a equação cos (5a) = cos (4a). Resolvendo-a, temos: 
ба = 4a + 2kn ou ба = (21-4a)*2kn > a=2kn ou a= a 

°: : z 2n 4 бт 8 
As únicas soluções no intervalo [0, 2x] são a = O, ns >" r1 e T 
Logo nã, =, = e Е sáo as raizes dessa equacáo (5а) = cos (4а). 


Por outro lado, temos que cos (4a) = 8 cos‘ a — 8 cos? a + 1 e cos (5a) = 
= 16 cos? a — 20 cos! а + 5 cos a. 


Facamos cos a = t. Temos entào: 

cos (4a) = cos (5a) o 16% — 8 — 200 + Bt? + 5t — 1 = 0 = (t — 1) (16t + 80 — 

- 12% — 4t + 1); dal a equação 161° + 8% — 12t? — 4t + 1 tem como soluções 
4т 6n 8n 


2n 
cos —, cos — cos — , cos —. 
9 9 9 9 
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Questao 25 
Sejam a, b, c números reais, tais que a + b + c = 0. Prove que: 
a) a? + b? + c? = 3abc 


b) a2+b2+c2 а5 +5 +с5 a+b +c" 
2 5 7 
Solugao 
Seja x° + mx? + px + q = O um polinômio de terceiro, tal que suas raizes sao a, 
S, c. Temos que a + b + c = — m = 0, ab + ac + bc = ре abc = – q. Assim, 
это que: 


(a + b +c)? = а? + b? + c? + 2(ab + ac + bc) > a? + b? + c? = —2p 

.*or outro lado, temos: 
a*+pa+q=0>a!=-pa-q (i) 
b'*pb«qz-0-b'--pb-q (ii) 
c? + pc + q = 0 > a° = — pc — q (iii) 
Somando (i) + (ii) + (iii), teremos a? + b? + c? = — p(a + b + c) - 3q = —3q. 
Da mesma forma, teremos: 
aĉ + pa? + q = 0 > a‘ = — pa? ~ qa (iv) 
bf + pb? + q = 0 = b* = — pb? — qb (v) 
c'«pc^*q-0-c'--pc?-qc (vi) 
Somando (iv) * (v) * (vi), temos que: 

a‘ + bf + cf = - pla? + b^ + c?) – q(a + b + + c) = 2р? 
Da mesma forma, temos que: 
a? + pa? + qa? = 0 > aŠ = — pa? - да? (vii) 
b° + pb? + qb = 0 = bŠ = - pb? - qp? (vii) 
с°+ рс? + qc? = 0 = с? = — pe? - ас? (ix) 
Somando (vii) * (viii) * (ix), temos que: 

a° + b° «c? = – p(a? + p? + с?) - qla? + b? + c?) = 5pq 
Da mesma forma, temos que: 
a’ + pa? + ца = 0 = a! = — pa? - да“ (x) 
b” + pb’ + qb‘ = 0 > b’ = — pb?-qb^ (xi) 
c’ + ро? + qc = 0 >c = — рс? — ас“ (xii) 
Somando (x) + (xi) + (xii), temos que: 

a! +b’ + c? = — p(a° + b? + cP) — а(а* + b + c*) = -7p?q. 


Com isso, saem trivialmente os resultados das letras a e b. 
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Questáo 26 
Prove que: log tg 1? + log tg 2? +... + log tg 89° = 0. 


Solução 

Pela questão 54 letra e já sabemos que tg(90º — x) = = dai temos que 
tg 1°-tg 89° = 1, tg 2°-tg 88° = 1, tg 3°-tg 87° = 1, ..., tg 44ºtg 46? = 1. Dai 
temos que log tg 1° + log tg 2º + ........... + log tg 89° = (log tg 1° + log tg 89%) + 

+ (log tg 2° + log tg 89°) + (log tg 3° + log tg 87°) + ..... + (log tg 44° + log tg 46°) + 
+ log tg 45° = log (tg 1°-tg 89°) + log (tg 2° - tg 88°) + log (tg 3°tg 87%) +... + 


+ log (tg 44° tg 46°) + log tg 45° = 0. 


Questáo 27 
Encontre o valor da soma 
1 1 1 1 
S = ——— LÁ — +... + —— + ———— 
log, 2010! log; 2010! 1092009 2010! 1092010 2010! 
Solucáo 
1 1 1 1 


—< tooo y —_  _=— + oom ns = 
log, 2010! log; 2010! l092009 2010! 10927910 2010! 

= 10970910: 2 + 10950191 3 + 10920101: 4 +... + 10920101 2009 + 10970910: 2010 = 
= 10920101 2010! =1 


Questáo 28 


Prove que o produto de 4 números inteiros positivos consecutivos mais um é 
sempre quadrado perfeito. 


Solução 
n(n + 1)(n + 2)-(n + 3) + 1 = (n? + 3n)-( n? + Зп + 2) + 1. 
Faca t = n? + 3n, logo 


п-(п + 1)(n-2)(n-«3)e12t(t*2)* 12 C 2te 12 (te 1 
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Questào 29 


Seja s um nümero natural, prove que no intervalo [s, 2s] existe uma poténcia 
de2 


Solucao 
Se s é um poténcia de 2 é trivial. Se s náo é uma poténcia de 2, entáo existe 


um número natural г tal que 2° < s < 2°! > 2"! < 2s < 2°*, assim temos que 
s < 2" < 2s. 


Questão 30 


incontre todos os números naturais não-nulos a, b tais que a + b = ab. 
k 


Solução 


Vamos analisar 3 casos; 

Casot:a=b 

Neste caso temos que 2a = a>a=00ua=2. 

Caso 2:a>b 

Dai temos que а + b « 2b — ab « 2b — a < 2, logo a = 1 portanto temos que 
b + 1 = b, absurdo! 

Caso 3:a<b 

Dai temos que a + b < 2а > ab < 2a > b < 2, logo b = 1 portanto temos que 
а + 1 = a, absurdo! 

Conclusão: A única solução é (2, 2). 


Questão 31 
Encontre todos os números naturais a, b, c tais que a + b + c = abc. 


Solugáo 


Vamos analisar 3 casos: 

Caso 1: a = máx (a, b, c, istoé а> реа г с. 

Neste caso temos que a + b + c s 3°. Logo bc < 3 e então conclui-se que 
(3, 2, 1) e (3, 1, 2) são as únicas soluções. 

Caso 2: b = máx (a, b. с), isto é, b > a e b > c. 

Neste caso temos que a + b + c < 3b. Logo ac < 3 e entáo conclui-se que 
(1, 3, 2) e (2, 3, 1) são as únicas soluções. 

Caso 3: b = max (a, b, c}, istoé,c >a ec >b. 

Neste caso temos que a + b + c < 3с. Logo ab < 3 e entáo conclui-se que 
(1, 2, 3) e (2, 1, 3) são as únicas soluções. 
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Questáo 32 

REGERE VA DS. EAS EAN ETA CAVAS p ERR DPR URN 
Sejam ABC um triângulo. Prove que se sen“ А + sen” B + ѕеп C = 2, entáoo t 
triángulo é necessariamente retángulo. 


Solução 
Antes de fazer esse problema, vamos provar dois lemas. 


Lema 1: Sejam A, B, C ángulos de um triângulo, prove que cos 2A + cos 2B + 
+ cos 2С = — 1 — 4 cos Acos В:соѕ C. 


Prova: 

COS 2А + cos 2B + cos 2С = [2 cos (А + В):соѕ (А - B)] + cos 2С = 

= — 2 cos C:cos (A – B) + (2 cos? C) - 12 — 2 cos C [cos (А – B) — cos C] - 1 = 
= — 2 cos C [cos (А – B) + cos (А + B)] – 1 = — 2 cos C (2 cos A:cos В) - 1 = 
= — 1 — 4 cos Acos B:cos С. 

Lema 2: Sejam A, В, C ángulos de um triángulo, prove que cos? А + cos? B + 
+ cos? C + 2 cos A cos B-cos C = 1. 


Prova: 
cos? A + cos? B + cos? C + 2 cos Arcos B-cos C = 


- 1+cos2A 1+cos2B 14+cos2C 


+— + + 2 cos A-cos B-cos С = 
2 2 2 


=== *cos2C |, cos Acos Bros C= 
= — cos A:cos B-cos C = 1. 


Agora vamos ao problema: 

sen? А + sen? B + sen? C=2 => 3-(cos2A +cos2B + соѕ? С) =2 = 
= 3- (1 – 2 cos Acos В-соз C) 22 > 2 — 2 cos Acos Bcos C - 2 > 
= 2 cos A:cos B-cos C = 0 = cos A = 0 ou cos B = 0 ou cos C = 0 > 


= А = 90° ou B = 90° ou С = 90°. Portanto, o triangulo ë retángulo. 


Questáo 33 
Prove que 
OS 1 1 1 1 1 1 1 1 
* р М 


= +— 


+... + — ə .- = —— + —— pp +... 
2 3 4 2n-1 2n n+1 n+2 n+3 2n-1 2n 
(Identidade de Catalan) 
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1.1. 4 1 1 
1-—+—-—+ —— ~ — = 

23 4 2n-1 2n 

Bod oni 1 1) (3 1 1 1 1) 
=; 1+—+-—+-- +... + +— | - 2| -+=+—..+ эл)” 
( 2 3 4 2n-1 2n 2 4 67 2n-2 2n 

4 

[iii 1 ES sgg beds uu 
. 2 3 4 2n-1 2n 24 2 3 n-1 n 
( 1 1 1 1 1 RENE. 1 J 
= +++ + +—|-|1+—+—+...+— +- |= 
Ө UST 2n-1 2n 274 n-1 n 

1 1 1 1 1 
- * + + —a—rr s s 

n+1 n+2 n+3 2n-1 2n 
Questào 34 
Prove que 641 [232 +1, 
Solução 


641 = 5 27 + 1, logo temos que 52/ = - 1 (mod 641) > (5:27 =(-1) (mod 641) 
> 5°- 228 = 1 (mod 641). 


Por outro lado, temos que 641 =5%+2% > 5* = – 2* (mod 641) => 
= 5*.2% =- 2° 278 (mod 641). 


Já que que 5^2? = 1 (mod 641) e 512% = — 2% (mod 641), então 
— 2% = 1 (mod 641), tendo em vista a seguinte propriedade da congruéncia: 


se az b(mod m) е asc(modm) = b= c (mod т). 


Portanto, como — 2% = 1 (mod 641), temos que 641 | 2? + 1. 


Questáo 35 

Resolva a equação $14 — x + 3/4 + x = 4. 
Solucao 

Faça u = ¥14-x ev= Y4+x, dai temos que u + v = 4 > (и + vy = 64 > 
> u? + v + 3uv (и + v) = 64 > 28 + 3uv (4) = 64 > uv 2 3 S V169-x2=3> 
> 196-x)=27 = x = + 13. 

Questao 36 

Encontre todos os inteiros x, y tais que x-(x + 1)(x + 7)(x + 8) = y. 


Solução 
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Seja (a, b) uma solução então temos que a(a + 8)(a + 1) (a + 7) = b => 
> (a? + 8a) (a? + 8a + 7) = b°. 

Dai, fazendo a mudanga de variável {= a? + 8a, vem: t(t+ 7) = pb? 
Set>9=>t?+6t+t>t?+6t+9 >P+7t> (1+ 3) > (t+ 7) > (t 37 > 
= b > (t + 3) 


Por outro lado sabemos que se t > 9, então f + 7t < à + 8t + 16 = (t + 4) => 
> (t+ 4 > b?» (t + 3), absurdo, logo temos que ts9 > -9sas 1. 


Dai por inspeção, temos que as soluções são (-9, +12). (-8. 0). (-7, 0), 
(4, +12), (-1, 0), (0, 0) e (1, +12). 


Questáo 37 

Р todo п > 2, val TER Tei 

rove que para todo n > 2, vale que: ptu tere : 

Solugao 

Note que d e i + 1 + ¿ns big + 1 o 
WEGE E "aree sus 272 дате n 

Questáo 38 


Suponha que a, = 3 e ax, = 4а, + 3, para todo k > 1. Encontre uma formula 
geral para a, + a; + as +... + an. 


Solugáo 
ak = 4а, + 3 > ак. + 1 = 4 (a, + 1). Dai defina b, = a + 1 é uma P.G de 
4 


3 -1), portanto a, + 


-1+(4) 


razão 4, logo bi + b; + bs +... + b, - 4 3-1 


4 
ta + as + ... + a, = q - 9-5. 


Questáo 39 


: > 2, para todo x real. 


Prove que 
x? +1 


Solugáo 
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2 Em 
— adit est 2 Noe | — E 
Vx? +1 V14 x? v1+x? 


Questao 40 
?rove que para quaisquer a, b, c reais positivos vale que: 
(a + b)(a + c) (b + c) 2 8abc. 


Solucáo 
Usando M.A. > M.G., vem: 
a*bz2/ab (1) 


c+b>2vcb (1) 


a*cz2/ac (Ill) 
Multiplicando tudo temos que (a + b): (a + c) (b + c) > Babc. 


Questào 41 
Prove que os 1979 primeiros algarismos após a virgula do número 


— 11980 
(6* 35) — são todos algarismos 9. 
Solugao 


Lema 1: 6-35 < 
Prova: 
— 4 > 
Suponhamos, por absurdo, que 6-435 > > 60 - 104/35 > 1 > 59 > 10435 


> 3481 > 3500, absurdo!, logo 6 - 435 < > 
Agora vamos ao nosso problema. 

А ‚— 11980 1980 А : А 
Note que (6+435) + (6 - 435) é um nümero inteiro e par, pois na 


expansáo binomial os termos de ordem impar (primeiro, terceiro, quinto, ...) 


são iguais e os termos de ordem par (segundo, quarto, sexto, ..) se 
M9 == 
cancelam. Assim temos que (в + /35)' Pg (6-85) ^" = 2k. 
Ex 1980 4 y 980 
Como 6- 435 <— = (6 - 35) <[5) > 2k — 1 + 0,99 ... 9 (1979 
| " 4 1980 — 41980 
números 9) = 2k (5) < (6 + 35) <2k. 
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Questáo 42 


Calcule cos72?, cos18°, cos36º, sen72?, sen18º, sen36°, sen54? e cos 54°. 
Parte 1 


Solucào 1: Calcular cos 72°. E 
Note que cos (2:72º) = cos (3:72°), logo cos 72º ё uma solução da equação 
cos 2x = cos 3x. 
cos (3x) = cos (2x + X) = cos x-cos 2x — sen x:sen 2x = 
= cos X (2 (cos* x) - 1] — sen x (2 sen xcos x)= Р 
= 2 (cos` x) — cos x — 2 cos x(1— cos“ x) = 4 cos`x – 3 cos x. 
Dai temos que: 
4 соз? x — 3 cos x = 2 cos? x — 1 => 4 cos*x — 3 cos x — 2 cos? x + 12 0. 


Еаса {= cos x. Dai temos que е: 
-14/5 


4-28 -3t+ 1=0>(t- 1) (44 + 2t-1)=0>t=10u t= 


1+5 
a 


Como cos 72 > 0 e cos 72 # 1 temos que cos 72 = 


Solugáo 2 

cos 72° = 2 cos? 36° — 1 = 2 cos? 144° — 1 = 242 cos? 144° — 1)? — 1 = 8 cos“ 72° — 
-8cos?729 + 1, : 

Faça y = cos 72° => 8y! - 8y! - y « 12 02 (y - 1) (2y + 1): (Ay + 2y - 1) 20 


>y=1ouy= =i ou y = Atys ou y = dee Como cos72° £ 1 e 
2 4 
14-45 

cos72º > 0, temos que cos72° = 8, 
Parte 2: Calcular ѕеп18°. 
Solução 1: E Г 

-1+ 45 _ -1+\/5 
Pela parte 1 {ето que: cos72° = 2120 > ѕеп18° = =a 
Parte 3: Calcular sen72°. 
Solução: 

410 «2 /5 


Como sen? 72° + cos? 72° = 1 > sen 72° = 7 


Parte 4: Calcular cos 18°. 
Solução 1: 


162 4 Soluções do capitulo 2 


410 «2 45 
4 


sen 729 = 2 > cos 18? = SIEUT 


Solução 2: 
Como cos (5x) = 16 cos? x ~ 20 cos? x + 5 cos x e como cos (90%) = O, temos 


que 16 cos” x - 20 cos2 x + 5 cos x = 0. Faça t = cos 36°. 
5+.5 
8 


. Como 


Jai temos que 166 — 20 + 5t=0=>t=00ut= +) 


у5 +5 _ У10+2./5 
8 4 ` 


vos 18º > ; > cos 18º = 


Parte 5: Calcular sen 36?. 


Solução 1: 


48) [nora |, io 25 
: 


) 4 4 
Solução 2: 
sen 5x = 5 sen x - 20 sen? x + 16 sen? x. Fazendo sen 36° = t, temos que 
5t - 208 + 16620 > t (5 — 208 + 161) ==> 0 >t=0 ou 5 - 20€ + 161" = 0. 


Fazendo у = Ё, temos que: 


sen 36° = 2 sen 18°-cos 18° = | 


` 


5- 208 + 16“ = 0 = 5-20y + 16у2= 0 = y = ы ou y = 2 =t=0 
out» [$448 out= ~ $738 ours (5-8 outs - 2255. 
8 8 8 8 
Como sen 36? » 0, temos que sen 36? - E 2u ou sen 36° = — š 
TF = = —— 

Note que 5+5 т logo (222 > sen 36° = 5-45 _ у10-25 

8 2 8 2 8 4 
Parte 6: Calcular cos 36°. 
Solugao: 
Como sen? 36° + cos? 36° = 1 > cos 36° = Bm 


Parte 7: Calcular sen 54°. 


Solugáo: 


sen 54? = cos 36º = im 
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Parte 8: Calcular cos 54°. 


Solução: 
cos 54º = sen 36º = 


10-245 
— 


Questao 43 
Determine imagem da função: f (x) = a-sen x + b-cos x. 


Solugáo 


b 
Sen x + ————- COS X |. 


asenx+bcosx= (verse) | 


Va? +b? a? +b? 
b I b | 
Note que йе = 4 -1$———— <1, e za] + | ———- | =1 
ya? +b? Ма? +b? | Ja? +b? | | Ja? «b? | 


logo podemos fazer = cosa. Dai temos que 


a b 
=> = sena € == 
ES +b? | [ va? +o? | 
f(x) = (Va? +b )sen(x +a). Assim é fácil ver que a imagem da função é 


Е5 +02, + Ja? +b? | 
Questáo 44 (Fórmula da soma dos senos de arcos ет Р.А.) 


cos| x 5 ]-соз[х+кг r) 
2 2) 


z 
2sen 
2 


Prove que: 
ѕепх + ѕеп(х +г) + ѕеп(х + 2г) +... + ѕеп(х + Кг) = 


Solugáo 


CA n) a 
cos; x-— |- =|=- . —— | = 2senx-sen| — |. 
(х 5) соз| x +5] 2senx sen[ 2] E 


COS; jd eid se -2]- 2sen(x+r)- sen 


2) 
(3) 


[ 
\ 
( r) 
\ 2) 


cos; x + 7) cos(x + 5) = -2sen(x 20: ser(-]- 2sen(x + 2r). sen 
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r) rò 

eos[x«(k - 25 Ja cos [xk -1r +5) = 

= -2sen[x + (k ~ wr} sen{ 5) = 2sen[x +(k - 1r]. sen[ 5) 

eos x «(k - re |-соз[х+кг+ 2] z 


= —2sen(x +kr)- sen(-5) = 2sen(x +kr) зеп) 


3omando membro a membro, temos que: 


r r 
cos} X-— |-COS| x+kr+— | = 
| 5) | 5) 


= sen (3) [sen x + sen (x + r) + sen (x + 2r) +... + sen (x + Кг)] > 


` ` 
cos(x Е {| cos{ x +kr + 2) 
ѕепх + sen(x +г) + ѕеп(х + 2r) +... + ѕеп(х + Кг) = ВЕЕ A 
2sen— 
2 
Questáo 45 
Prove que: 


senx + sen 2x + sen3x +... + sen nx = 


cos( 3 )-cos((an Fog зоп (DO), conta 


= 2 те = 2 
2sen* sens 
2 2 
Solugao 
Parte 1: 
Provar que 


x 
cos[ 2) —cos((2n+1)x) 
2 
2senX 
2 


senx + sen2x + sen3X +... + sen nx = 


Prova: Basta ѓагегг= хе К = л – 1 na fórmula da questão 44. 
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Parte 2: 


cos(* ) - cos((2n *1)x) (es) — 
2 sen| ~---—-- | sen 
2 Lb eye 
x 
2sen— ^ 

5 sen 


Prova: 


Basta usar a formula cos p - cos q = — 2 sen c3 -sen (253). 


Questáo 46 (Fórmula da soma dos cossenos de arcos em P.A.) 


Prove que: 


sen x- £ }+зеп[х+кг+ r) 
COSX + COS(X +r) + cos(x + 2r) +... + cos(x + kr) = Sus БЕ Mui EE] 
2sen 
2 
Solugáo 


Sencha - ij sen(x u 4 = 2cosx-sen( £) 


\ 
еей uk Ж la = 2cos(x+r)- LB 
\ 2) (2) 


-sen| x+ — $ |+веп[х+® )- 2cos(x + 2г). sen( 5) 


y ы ` 

-зеп[х+(к-2г +5 |+ sen] x+(k-jyr +Í | = 2cos[x + е]. sen( £) 
2) \ 2) 12 

sere Nas + sen! ekrar) = 2costx+kr):sen( £) 

2 L 2 2 


Somando membro a membro, temos: 


( r) 


zin A X+Kr+— |= 
E EA 2) 


= sen (5) [соѕ x + cos (x + г) + cos (х + 2r) +... + cos (х + kr)] > 
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COS X + COS(X +г) + соѕ(х + 2г) +... + cos(x + kr) = E 
2sen- 

2 
Questáo 47 


Prove que. 
COSX + COS 2X + COS(3X) +... + cos(nx) = 


n+1)x n 
-sen( a sen ы. cos 078 sen X 


2 2 _ sen(n+1)x-cosnx 4 
2sen* зеп ^ sena 
2 2 
Solução 
Parte 1: Mostrar que 
(>) (2n+1)x 
-sen 5 REG 
COS X + COS 2x + Cos (Зх) +... + cos (nx) = E 
28605 


Na Fórmula da questão 46 faça x =r e k = п – 1, dai temos que: 


2n +1) х 
TN Nesen, » ) 
COS X + COS 2x + cos (3x) +... + cos (nx) = x 
2sen— 
2 
' 2n+1)x n+1)x nx 
-sen( EJ sen 7 ) cos 8708 sen 
Parte 2: Mostrar que = А 
25епх sen X 
2 2 


Prova: 


Basta usar a fórmula sen p — sen q = 2 sen E - Cos (823). 


x (2n+1)x 
-sen| = |+ sen+———— 
2 _ sen(n+1)x-cosnx 4 


Parte 3: Mostrar que 
sen Xx 


2senX 
2 


Prova: 
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B (2n + 1)x x (2n + 1)x G) 
-Sen| = |+sen————  -sen|-|-«sen-———-- 2sen 
2 2 enter е LE + 


2 
x x E: x = 
2sen- 2sen— 2sen- 
2 2 2 
x (2n 1)x 
-sen| = |+ sen - 
ы 2 d sen(n + 1) x .cosnx 4 


x 
2sen7 senx 


Nota: Neste último passo usamos a fórmula 


sen p + sen q = 2 sen (252) cos (8:3). 
Questão 48 
Prove que tg 20?-tg 30?-tg 40° = tg 10°. 


Solução :Caso particular do problema 49 para a = 10. 


Questáo 49 
Prove que tg (30° — a)-tg (3a)-tg (30° + a) = tg a. 
Solugáo 


o. . - (tg? 0º+t 
tg (30º — a) tg (3a)-tg (30º + a) = tg30º -tga 3 tga-(tg а) tg30º+tga ai 


- п a liga 
=tga- 3-tg’a А tg? 30º +tg? a 2 3-tg'a M idR 
1-3tg?a | 1- tg? 30º tg? a 1-3tg’a} 4 Liga 
3 
2. l_ig2a Ë 24^ 2 
=tga: З (оа 13. A: a- 2568: „1-319 a aig 
1-3tg’a | 4 liga |1-3tg/a| 3-tg'a 
Questão 50 


Quantos algarismo tem 229997 


Solugáo 


Seja m a quantidade de digitos de 27°. Como 27° não ё múltiplo de 10, 
temos que 10” < 279? < 10™*', onde m + 1 é a quantidade de digitos de 22990 


Faça 220% = 10! onde m <t < m + 1. 
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Dai temos que t = log 2% = 2000409 2 = = 2000-0, 30102 = 602,04, logo 27? 
tem 603 digitos 


Questao 51 


sen30? -sen40? +sen 50? 


Prove que: 
cos 30? + cos 40? - cos 50? 


= tg40°. 
Solução 


Usando as fórmulas das questões 44 e 46, temos que: 


cos30°+c0s40°+cos50° sen55º-sen25º  2sen15º.cos(40º) ~ cos40? 
= tg40°. 


sen30%+sen40%+sen50% sen25º-cos55º -2sen40º-sen(-15º) sendo” | 


uestão 52 


-. sena+senb+senc 
Prove que se a, b, c estão em P.A então —————————— —— = t 
cosa + cosb + cosc 
Solução 


Como a, b, c estão em Р.А. então vale quea=b-rec=b+r. 
sena+senb+senc _ sen(b-r)+senb+sen(b+r) _ 


cosa + cosb « cosc cos(b -r) + cosb + cos(b +r) 


. Senb.cosr - senr-cosb + senb + senb-cosr – senr-cosb 
cosb-cosr + senb-senr + cosb + cosb-cosr - 


i senb-[(2cosr)-1] senb _ 
cosb-[(2cosr)-1] 7 cosb ` 


senb.senr 


Questáo 53 


Sejam a, b dois lados de um triángulo tal que sua área é dada pela expressáo 
2.42 
a“ + 


, prove que este triângulo é retângulo. 


Solucao 
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a-b-senC a? +b? 
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A= ———— еА = — Por outro lado temos que (a — by? > 0 > 


2 
a? +b? ab a-b-senC ab 


> а? + b? > 2ab > a 25 э 257 > sen C > 


2 2 
= sen C = 1 => C = 90. 


Questáo 54 
Prove as identidades trigonométricas: 
а) tg Зх = tg x'tg(60? — x) tg(60? + x) 
b) tg 20?-tg 40?-tg 80? = tg 60? 
4n 8n 161 321 1 


с) co ts cos — cos - COS —— -cos-— = —. 
65 65 65 65 65 65 64 


d) cos 20°-cos 40°-cos 80° = 


e) tg (909 9 = 1 
gx 


Solugao 


a) tg x-tg(60° — x)-tg(60° + x) = 


1+ tg60º tgx 1-tg60º tgx 


. tg^ 60°~tg? x ES 3 -tg?x u (3tgx-tg°x) 
1- tg? 60° 492 x 1-3tg? x (1 - 3tg?x) 
b) Caso particular da letra a para x = 20. i i 

c) Solugáo1: Analogo à solução 1 da letra d. 


Solução 2: 


tg60°-tgx Т х]. tg 60º +tg x = 


> 


Usando a fórmula cos x-cos 2x-cos 4x-cos 8x-cos16x-cos 32x = 


fazendo x = — 
Б? 


sen64x 
64senx 


, temos o resultado. 
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d) Solução 1: 
sen20°-sen 40°-sen80°-cos20°-cos40°-cos80° _ 
sen20°-sen40°-sen80° e 
_ (sen20º-cos20º)-(sen80º.cos80º).(cos 40? -sen 40°) 
É sen20?.sen 40?.sen 80° > 
sen40? sen160? sen80? 
A PR A 


sen20°-sen40°-sen80° 8 


cos 20°-cos 40°-cos 80° = 


Solucáo 2: 
Usando a fórmula cos x:cos 2x:cos 4x = eens , temos que 
8senx 
o 
cos 20%cos 40°-cos 80° = Ende - d, 
8sen20? 8 


sen(90º-x) cosx A 
cos(90º-x) senx tgx 


e) tg (90º — x) = 
f) sen [E -x)= -cosx 
[3n Do Зх 31 К 
sen | — -xX į = ѕеп — COS х – COS — sen х = — cos х. 
{2 7J 2 2 


g) cos (Ea) = cos = "COS X + sen = ` sen x = — sen х. 


Questáo 55 

Prove que (1 — cot x) (1— cot (45° — x)) = 2 

Soluçao 

(бре 15 205% -5епх-совх. - v2 sen(x - 45) = (1 — cot (45 - x)) = 


= 1 SOs(45°—x) _ sen(45%-x)-cos(45%-x) _ V2 sen(-x) 
ѕеп(45° х) sen(45°-x) sen(45%-x)' 


Dai temos que: 
(1 -cot x)-(1 — сої (45 — х)) = 
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Questáo 56 


Sejam A, В, С ángulos de um triángulo, prove que: 
А,В C,B A С 
а) tg—-tgo— + tg—-tg— —-tg— = 1. 
| 95:195 + (95-195 + 9292 
b) Se sen 4А + sen 4B + sen 4С = 0, entáo o triángulo ё retángulo. 


c) sen 3A + sen 3B + sen 3C = -40053А, cos > cos, 


2 
Solução 
A+B mn-C A+B (л С 1 
a)ComoA*B-*Cz; = t = tq} — -— |= —— 
ce = pw 
g= 
2 
A В 
CN 2) i-tg>-tg> 
ta 258). AZ 27 = 9490-2222 
EE (1-13-18) ‘tgs 5) 2 є 
2 `2 2 
nad temos pad 
B A C А B Al. 
92-92 +1 -t —tg>=tg—-t tg lt tg— 
g g +95 95 + gç 95 95 95 2 «t2 (2 +02)- 


tg—-tg—+1-tg—-tq— = 1. 
92-197 +1 92-97 1 


b) sen 4B + sen 4C = 2 sen (2B + 2C)-cos (2B — 2C) = 
= 2 sen (2x — 2A)-cos (2B — 2C) = — 2 sen (2A)-cos (2B - 2C). 
sen 4A + sen 4B + sen 4C = 0 > sen 4A — 2 sen (2А):соѕ (2B - 2C) = 
= 2 sen 2A-cos 2А — 2 sen (2A). cos (2B - 2C) = 0 = 
> 2 sen 2A: (cos 2А — cos (2B — 2C) = 0 > 
= sen 2A = 0 ou cos 2A - cos (2B – 2C) = 
= 2A = 0 ou 2A = пои 2А = 2B – 2C ou 2A + 2B-2C -2n,logoA- 0 ou 


A= 5 ou B=A+C ou А+В-С=л. Então, A= 5 ouB= 7. 


2 
с) Como A +B +С =r > ЗА +3B=3r-30 > E 3"—3С „Эл 36. 
2 2 2 2 
sen3A + sen3B + sen3C = 2 sen EZ сов a + 2 sen ŠZ cos XO 


Pela questáo 10 (letras f, g) temos que sen3A + sen3B + sen3C = 
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3C ЗА -3B 3C ЗА + ЗВ 
=—2 cos — “cos -2cos — cos ———— = 
2 2 2 2 


3C ( ЗА -3B 3A + 3B cl 3A 3B) 
= — 2 cos EN 0998 + COS — 2 cos El 2co cal HE 


3A 3B 3c 
=—4 cos — ‘cos — Cos —. 
2 2 
Questáo 57 (ITA 2004) 
Drove se os ángulos a, B, y de um triángulo satisfazem a equação: 
sen (За) + sen (38) + sen (Зу) = 0 


atão pelo menos um dos ángulos a, B, y é igual a 60°. 


Solução 
Pela questão 56 letra c, temos que: 
3a 
sen (За) + sen (3B) + sen (3y) = - 4 cos 52 “COS X -cos — E , logo cos A =0 
ou cos 3B = 0 ou cos eos Зе л ou SÊ Z ou SE a E а= Л оџ 
2 2 2 2 2 2 2 2 3 


Questáo 58 (ITA 2002) 


2552 ` T sen y +senz 
Se x, y, 2 sao ángulos internos de um triángulo ABC e senx = AA, 


COS y + COSZ ' 
prove que o triángulo ABC é retángulo. 
Solugáo 1 
Como x + y + z = 180° > y + z = 180° – х. 
y у-2 
25еп cos 

Sania SEDYE SENZ => 2 sen x “cos as = p dec ь 

COS y + COSZ 2 2 20544. cos 

2 2 


sen( 90°-*) cos = 
E 2 2 2X x x 
= — LL AL = 2sen* — : cos — = cos — = 


ГА 
cos| эо°- sen( 3) 
` 
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J2 
2 


= cos 5 “[(2sen? 2.) - 1] = 0° = cos 5 = 0° ои ѕеп > = + 


No primeiro caso, temos que > = 0% ou 5 = 180º, não havendo solução em 


x x 
nenhum desses casos. No segundo caso, temos que = – 45° ou 5 = 45° 


logo x = +90°. Assim temos que o triángulo é retângulo. 


Questáo 59 
Prove que tg 81? — tg 63° + tg 9? — tg 27? = 4. 
Solução 1 
sen90? sen90? 
tg 81 + tg 9 = — ———— e _ tg 63° + tg 279 = — — — — — > 
9 E COS81?.cos 9? 9 9 cos63°-cos27° 
> tg 81? — tg 63° + tg 9 — tg 27° = 
T 1 Е 1 _ Cos63°.cos27°—cos81°.cos9° _ 
Cos 81?.cos 9? cos 63?.cos 27? COS 81?.cos 9?.cos 63?.cos 27? 
sen54? _ sen18? 

. Sen27?.cos27? - sen9?.cos9? _ 2 Da. 

sen9º.cos9º.sen27º.cos27º ѕеп54° sen18? 

2 2 

sen54? - sen18? 2sen18?.cos 36? 
a 2 " 2 _ sen54?.sen18? 4 

ѕеп54° sen18? ^  sen54? sen18? sen54% sen18? ` 

2 2 2 2 2 2 

Solugáo 2 


Note que as raizes da equação tg 5x = 1, são tg 9°, tg 45°, tg 81°, tg 117º e 
tg 153°. 


tg?x-10tg?x +5tgx 
5tg*^x-10tg?x «1 
д tg?x -10tg?x + 5tgx 
5tg*x-10tg?x +1 
Usando as relações de Girard, temos que: 
tg 9° + tg 45? + tg 81° + tg 117? + tg 153° = 5 


Como tg (5x) = , temos que tg 5x = 1 > 


=1 > tg?x-5tg'x- 10 tg? x -5tgx- 120. 
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tg 9° + tg 81?— tg 63? — tg 27? = 4, pois tg (180? — х) tg x e tg 45° = 1. 


Questáo 60 


Se x, у, z sáo ángulos internos de um triángulo ABC e cos x + cos y = sen z, 
prove que o triángulo ABC é retángulo. 


Solugao 


cos X + cos y = 2 соз | чу) г = 2 ѕеп = cos 2 Como x+y +2= 


180°, temos que со (25) = sen —. Аѕѕіт temos que: cos s(XzY) = 
U 2 2. U2 J 


2 
>s > X-y-2 OU х-у=-7. 


No primeiro caso temos que x = y + z = 90º. E no segundo caso temos que 
y = x + z = 90°. Em ambos casos temos que o triángulo é retángulo. 


Questao 61 
Prove que cose + cos E + cos Sm = d 
3 7 7 Y T 
Solução 
Usando a fórmula da questão 47, temos que: 
2n 4n бл sena-sen= 4 
cos tCOS + cose | ———— 4 le, 
2sen= 2 
N 7 
Questão 62 
Prove que: 
n . 
a) cosa-cos2a-cos4a-...-cos2"'a = зеп Ae 
2" -sena 
b) 1 = cot _ cota, para todo а= Ке: 
sena 2 2 
1 1 1 1 а 
с) + + +...+—— = cot- - cot2"^a. 
sena sen2a sen4a ѕеп2"а 2 
Solução 


a) Vamos provar isso por indução: 
i) Para п = 1, temos que sen 2a = 2 sen a · cos a. 
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ii) Suponhamos a propriedade válida para n = К. 


_sen2*-a 


соза.со$2а.со54а.....со52*'а (H.1) 


2* «sena 
iii) Vamos mostrar que vale para n = к + 1: 
соѕа.соѕ2а -cos4a.....cos2F la .cos2ka = 


sen2* .a ë sen2* .a к. (2sen2.a] sen2*'.a 
= |-cos2ta=| HE |:cos2*a.| ——À |= A 
2'.sena 2* -sena 2sen2^.a 2'* .sena 


` 


cos -cosa.sen- --sena-cos— 
a cosa 
Буса -cota = —4 -2E = — E — — & = 
sen sena sen—-sena 
> а a a a a a 
2Í cos? cos? sen? -cosa.sen- 2(cos3-cos3)-cosa 
EN 2 2 2 "Ne ЫС 2 
a sena 
вепстзепа 


а 

Como соз а = 2 cos? 2 —1, temos que: 

г cos .cos ê cosa 
72 2 (1+ соѕа)-соѕа 1 

ѕепа k sena sena 


C) Pela letra b temos que: 


1 a 
= cot—-cota 

sena 2 

= cota - cot2a 
sen 2a 

= cot2a - cot4a 
sen4a 

1 n-2 n-1 

— u cot2" ^a-cot2" a 
sen2™'a 
———— = cot2""*a-cot2"a 
sen2^a 


Somando termo a termo, temos que: 
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1 1 1 4 a ñ 
— + + +... +——— -cot--cot2' a. 
sena sen2a senda ѕеп2"а 2 


Questáo 63 
Calcule o periodo das ѓипсбеѕ abaixo: 


a) sen x cos x 
b) sen x + cos x 
C) sen x — COS x 


d) sen x + УЗ cos x 


e) cos x — V3 sen x 
f) sen? x 

9) cos? x 

h) tg 3x + cos 4x 


7 x x 
i) sen—+tg— 
) 2 93 


cos3x 
cotg8x 


x 
) sec—-sen3x 


Solugao 


1 
a) sen x-cos x = 3 “sen 2x, logo p = п. 


b) Já sabemos que 
sen x + cos x= V2 - sen (x — 45) 


logo p = 27. 
c) Análogo a letra b. 


d)senx-* УЗ cos x = 215 “sen x + E cos x] = 2 sen (x + 60), logo p = 27. 


e) Análogo a letra d 


f) sen? x= n - 5 cos 2x, logo p = x. 


1 
g) cos? x = Зы : -cos 2x, logo p = m. 


Antes de fazermos as próximas letras vamos a um teorema: 
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Teorema do período da soma de duas funções periódicas 
'Sejam f e g duas funções periódicas cujos períodos são p; e pz onde p, # pa. 


| m : NES A : E ¿o Y 
Se MELDE onde m e n sáo inteiros positivos e primos entre si. Entáo a 
1 P2 n 


função h = f + g é periódica e seu período ё Р = трг = np. 4 


Prova: 
Devemos provar que existe um T tal que h (x + T) = h(x), para todo x 
pertencente ao dominio de h. Como os periodos são pi e p>, temos que: 


f(x + knp,) = f(x), para todo k inteiro. 
g(x + ктр») = g(x), para todo k inteiro. 
Somando membro a membro, temos que: 
f(x) + g(x) = f(x + knps) + g(x + ктр). 
Como МЕШ) => mp; = np. 

Po n 
Fazendo kmp: = knp, = T. 
Dai temos que: 


(f + g)(x) = f(x) + g(x) = f(x + knps) + g(x + kmp2) = f(x + T) + g(x + Т) = 
= (f + g)(x + T). 

Dal temos que f é periódica. Como, por definigáo, periodo é o menor T 
positivo, fazendo К = 1, obtemos o período da fungáo h =f + g. 

Logo temos que o período é P = mp2 = пру. 


Colorário do Teorema  . 


¡Podemos provar a válida do teorema também рга h = fg ou h = f — 9 oul 
l 
ko't | 
= —(g # 0). i 
K. Loma ИРИНЕ meto nana nas 
h) Como p; = Ze po = az =. Pia E. Fazendo o uso do teorema temos 
3 4 2 р; 3 
que p = л. 
i) Como p; = ^ =4т e p> = L- 312 v. = 5. Fazendo o uso do teorema 
И) pu 2 
2 3 


temos que p = 127. 
j) Análogo a letra i. Resposta р = 2л. 
1) Análogo à letra i. Resposta p = 4m. 
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Questão 64 
Resolva as equações: 


a) senx+cosx + 24/2 sen xcos x = 0. 
b) sen? х + cos? x = 1 
c) V3 sen? x 2 sen xcos х - V3 cos? x =- V2. 


Solucao 

a) Faça sen x + cos x = t > (sen x + cos x = Ë => 1 + 2 sen x-cos x = > 
att 

= sen x : cos x = . Dai temos que: 

=» -1+ t? 
20 [ nÉ) sost 8-1 =0әз+25@-1=0э+ 2 
2 

ou t= – 2. Logo temos que sen x + cos x= — ou -42. 

Caso 1: sen x + cos x = №. 

sen x + cos x = V2 cos | - «x ЕЕЕ E +x== 

{4 2 4 2 4 


+ Ë +2kx = x= 
3 


+ 2k x= E +2kr ou x = Í" + 2kx, onde k ë 
12 12 | 
inteiro. 


Caso 2: sen x + cos x = – V2. 


sen x + Cos x= V2 eos (- 3 ex) 2-42 - cos (-2+x) =-1> О 


=л+2Кл=—х= = + 2kn onde k é inteiro. 


b) sen? x + cos? х = (sen x + cos x) - (sen? x — sen x-cos x + cos? x) = 
= (sen x + cos x) (1 — sen x:cos x). 


Faça t = sen x + cos x, dai temos que: 


(-1+t?) 


sen? х + cos? x =t-|1- =15P-3t+2=0. 


Claramente 1 é raiz desse polinômio dai temos que: 
P-3t+2=0>(t-1)t+2)=0. 
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Caso 1: sen x + cos x = ~ 2. 


sen x + cos x= J2 -cos [z + x] = — 2, que nào tem solugáo. 
1 


Caso 2: sen x + cos x = 1. 

V2 
— > 
2 


sen X + cos x = V2 -cos (-3+x] = 1 = cos = 


=+ — +2Кл—х=2Клоих= 1% 2kx, onde к é inteiro. 


bi 
4 
c) sen? x = : (1 — cos 2x) e cos? x = 2 (1 + cos 2x). Dai temos que: 


V3 «sen? x - 2 sen x-cos x -V3 «cos? x = V3 -cos2x)] — sen 2x - 


- 43 Грачов) = — sen 2x - V3 -cos 2x). 


Logo temos que - sen 2x - V3 -cos 2х  - V2 => sen 2х + V3 «cos 2x = /2 


48 El of 5 


1 n 
— "sen 2x + —- 2x= — sen! 2x s]= sax 
> x 2 COS 2X 2 > \ ts 2 


Z = Z +2кд 
3 4 


ou 2x + = zx + 2kn > x =-— + Кл ou x= ot + kr, onde k é inteiro. 
4 24 24 


Questáo 65 (ITA 96) 
Se a e E H! tal que sen a + cos a = m. Então o valor de 


n2 А 
= — A _ será: 


(cosa)? * (sena) 


Е 2(-1+ т?) " 2(1+m?) р 2(-1+ т) ë 2(1+m?) 
naam?) mae?) ^ mam) O (з) 
2 2(1« m?) 
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Solução 


2 
sen а + cos а = m > (sen a + cos a)? = m? => 1 + 2 sen а : cos а = m => 
> sen 2a = т? – 1. 


sen? а + cos a = (sen a + cos a). 


(sen? a — sen a-cos a + cos? а) = m · 


u 2(-1+m*) 


io 


Questão 66 (ITA 98) 
A soma das raizes da equação 
V3 -tgx-V3 'Sen2x + cos2x = 0, 


que pertence ao intervalo [0, 2x], é: 


a) 17" ау 14" 
4 3 
p) 16" е) 13" 
3 4 
15x 
с ——_" 
) 4 
Solução 1: 
УЗ - tg x -V3 sen 2х + cos 2x = 0 > J3 (tg x — sen 2х) + cos 2x = 0 > 
nee 
Ea. am cos J РР. ат 
cosx 
o 2 
=. (= (1-2cos КЕСКЕ 
COS x 
> y3- A + cos 2x = 0 > cos 2x(1 — УЗ tg х) = 0 > 


COS X 
a 
= cos 2x= 0 ou 1 — УЗ -tg x = 0 => cos 2x = 0 ou tg x = X. 


Caso 1: cos 2x = 0. 
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Кл 


ме; 
2 


п T £ : 
cos 2x = 0 > 2х = 3 + kx = x = 7i logo as soluções no intervalo 


п Зл бя Ут 


citado são: —, —, 1 1 
4 4 4 4 
Caso 2: tg х = 3. 


z : 2 2 5л 
+ Kn, logo as soluções по intervalo citado são T 


ola 


T 
6 
Logo a soma das solucóes no intervalo citado é: 


x Зл Sa 7л 


4'4'4'4 6 6 
Questáo 67 (ITA 2000) 
Para x no intervalo [o z]. o conjunto de todas as soluções da inequação: 
sen2x- sen 3x + z) >0 
\ 2] 


ë o intervalo definido por: 


x т л л 
а) — = d) —<x<— 
) 35 <*<2 Va 
b) a e) Axel 
x T 
C) —<x<— 
3 
Solugao 
-x-2) (sx. 2) 
2 2] 


ee) Gd 


T X x“ л n 5x я 3x1 
2 CO: < 0. = S—+— S — e — SŠ —+— S —. 
sen 2 S OS Note que z 2*4 394 2T 2 
(+3) (5+2) (5x+3) Es di 
т 
logo 2 ‘cos ~———+ < 0 cos <0 5 —+— = 
g sen 5 O 2 o 2*0 
Зл п m 5x Зл л л 5X2. ST 27 10x 
— @ — — ü< S — S — - — © — & — S — — <5х< — Ф 
2 2 4 2 2 4 4 2 4 4 
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10 2 
Questáo 68 


Prove que RETER 


olução 
xote que tg > ‘o> zu tg E T 95, tg =, tg n, sáo raizes da equagáo 
3 _ Ata? 
-tg 4x = tg 3x. Como tg 3x = SEX e tg4x= A 
1-3tg*x tg x -6tg^x +1 


En - ato? 
-ogo -tg 4x = tg 3x > stax “ta x tg X =- COE DUK. a E 
1-3tg*x tg x -6tg^x +1 
-azendo tg x = y e resolvendo a equagáo acima temos que 


y – 21у? + 35у? — — 7y = 0 = y (yf – 21y* + 35? — 7) = 


Assim as raizes da equação y? — 21y* + 35у? - 7 = 0 são tg =. tg = СЕЗ 
4a 5л 6л x , 2x , Зл 5л a 
uw. — , logo t tg tg tg — tg tg = – 7. 

9 К g ogo temos que tg 7497 to tg (97 497 

2omo 9 =-t97 ‚19 oF = ~1g ZE e V temos que 

na, 2л , Зл ү п, 2n , Зл = 

tg--tg—-tg—]| =7 tg= tg — + = iy 

03797 9%) > 477 97 

: como tg š ` [ES CES > 0, logo tg = CE to = У. 

Questão 69 

calcule o valor das expressões: 

7 2л 37 

ij tg Z tg? E g2 S 

) tg 7 7 9 7 


») 7 +?" eem 
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221 es 


c) = > ‘tg Fite Ss эл +0227 agen 


tg? — 
s 


7 7 
Solução 
А * 6 4 2 " T 21 31 47 
As raizes da equação y” – 21у" + 35у — 7 = 0 são 95. 97. ig. 95. 
Sr 61 6x 5л 2л 4n Зл 
tg =., tg, otg— --t tgl---tgc е tg— =-tg—. 
ER EE. зу, 97 pce 9:7 
Fazendo w = t?, temos que as raizes da equacáo м? — 21w? + 35w — 7 = 0, 
sáo 95 = ; tg? e e "37. Assim usando as геіас̧ӧеѕ de Girard, temos que 
2n 3л 
а)! 2 x 247 200-7 
) tg tg 7 g 7 
2x 237 
b) t 227 +t1g2 = 21 
)g^- + 002 7 97 
2л 37 ox 227 , 23% 
с) t к. LL etg! = 4g! = (g^ Lag =35 
) gztg- teste > + tg 
Questáo 70 
Prove que cos =~ cos em : COS SE Kus 
= 7 é 8 
Solução 
8 ; 
Já sabemos que cos X: cos 2x : cos 4x = Sen e dai temos que: 
8senx 
(ева) 
Е йй шу Т 1 8x x 
cos — «cos COS — = 4— — —c =--— , pois sen — =-sen >. 
7 | z) 8 rá 1 
8sen 


Questáo 71 


Resolva as equações: 
4 
a) COS x-cos 2x:cos 4x-cos 8x = 16 
b) sen x + sen Зх + cos x + cos Зх = 0 
C) sen x + sen 2x + sen 3x + sen 4x = 0. 
d) sen 5x-cos Зх = sen 9x-cos 7x 
e) sen 5x + cos 5x = V2 -cos 13x 
f) sen? x соз 2x = 2 — sen 2x 
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-1+2cos3x 
2 
-3 + 4sen4x 


9) sen! x + cos" x = 
h) sen? x + cos® x = 


i) sen xsen 2x sen Зх = 


m | o 


j) Cos x + cos 2x + cos (n — Зх) = 
) sen 3x = cos 2x 


solugao 


a) cos x-cos 2x-cos 4x:cos 8x = E š 


Jà sabemos que cos x:cos 2x:cos 4x-cos 8x = sentes Logo temos que: 
16senx 
senex Lm sen 16x = sen х > 16x = x + 2Кл ou 16x = (n - x) + 2kn > 
16senx 16 
2kx т+12Кл ал. 
= х= — = ——Á, onde é inteiro. 
15 17 


b) sen x + sen Зх + cos х + cos Зх = 0 


sen x + cos x = V2 “sen (x3) 


sen Зх + cos Зх = V2 -sen (sx +t) 
= Í xY ж - 
sen x + sen 3x + cos x + cos 3x = V2 -sen 1х2) * sen NER = 


= /2- 


sen x+3)+sen 3x4 1 -0- sen 3 = 
| 4) 4 4 


= - sen (зл) =Əx+ Z =x+ 23 + 2Кпоих + 
4 4 4 


= 2z- [x+ 32) # 2kn => x= — 5 + kn, onde К é inteiro. 


4] 


с) sen х + sen 2x + sen 3x + sen 4x = 0 


sen x + sen 4x = 2 sen É соз = 
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sen 2x * sen 3x - 2 sen cos à 
logo sen x + sen 2x + sen 3x + sen 4x = 2 sen os + 2 sen cos * = 


z 5x 3x х\ 5х xi. 5x 
=2sen—:|cos— +cos— | = 2 sen— “| соѕх.соѕ | = 0, logo sen — = 0 ou 
2 2 2) 2 2) 2 


х 
соза Olouienem S0. 


Caso 1: sen SX = 0 


sen 2^ e erst = Кк х= one, onde k é inteiro. 
2 2 5 
x 
Caso 2: cos 770 
x X m 
cos =0 > 2 = 5+ n = x = z + 2kx, onde k é inteiro. 


Caso 3: cos x = 0 


T А, y 
Cos x= 0 = x = af kx, onde k é inteiro. 


d) sen 5x:cos Зх = sen 9x:cos 7x 


sen 5x-cos Зх = sen 9x-cos 7x > > [sen 8x + sen 2x] = 5 [sen 16 x + sen 2x] 


> sen 8x = sen 16 x => 16 x = 8x + 2Кл ou 16 x = (x Bx) + 2x — x = “E ou 
_ mn Кл 
SO 

24 12 


e) sen 5x + cos 5x = V2 -cos 13x 


sen 5x + cos 5x = V2 - sen 3 = v2 ‘cos 13x > sen (x-3) = cos 13x => 


Tr 


> cos =l x+ a) = cos 13x соз [Z -x) = cos 13x > 13 х= – -x+ 
( ] 4 4 


+2knou13x=-% + x+2kn>x= к ЖИ ou x= -— + —-. 
4 56 7 48 6 


f) sen? x — cos 2x = 2 — sen 2x 
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1-cos2x 


2 ) = cos 2x = 2 — sen 2x = 


sen? x — cos 2x = 2 - sen 2x = ( 


1-3cos2x 4-2cos2x 

= — c =: —————— 
2 2 

Fazendo a = sen 2x e b = cos 2x, temos que: 2a — 3b = 3 e а? + 0? = 


> 2 sen 2х — 3 cos 2х = 3. 


Resolvendo este sistema, temos que as solucóes sao: (0, –1) e (2. - H 


ssim, temos que sen 2x = O ou sen 2x = E. Logo temos que 2x = kn ou 


x = arc cos QS. onde x está no segundo ou terceiro quadrante, logo 


k; - 26 : 
x= T onde k é inteiro ou x = arc cos +026, onde х está по segundo ou 


terceiro quadrante. 


Nota: cos 2x = -5 >1-2sen? х= 2 = sen x = Ы 
13 13 
g) зеп“ х + cos! x = 212200835, 
(sen? х + cos? x)? = 1 => sen’ x + cos’ х + 2 (sen x:cos x! = 1 = 
y P 1- sen?2x 
sen x + cos! x = — 
2 2 
Como 0 < 59^ 2X „ 1 ad 3:21 sen 2X . 4 
2 2 2 2 
1 E 
= — <senfx+cos'x<1 e e Eta LU. 
2 2 2 2 


-1+ 2cos3x 1 


Assim, temos que a igualdade so ocorre se 2 = — = cos 3x = 1> 


N 


= 3x = 2kx > x = = onde k é inteiro. 


-3 + 4sen4x 
6 6 2 4 
22 2 
sen" х + cos” x = (sen? x + cos? x) (sen" х — sen? x:cos? x + cos? x) = (sen! x - 


h) sen? x + cos? x = 
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2 
_[ sen2x) + cos" x). 

\ ) 

2 
EL 2* < 1 A 1. 
2 4 4 4 
= 4 : 
Por outro lado temos que E s — < i Logo a igualdade só 
ocorre se ÓSEA. n > sen 4x = 1 = 4x = E 4 2kx — x= E 
4 4 2 8 2 


i) sen x:sen 2x:sen Зх = 


aia 


3 
Lema: sen x:sen 2x:sen Зх < 4' para todo x real. 


Prova: 
COSX- COS3X 
sen x:sen 2x:sen 3x = ERG MN ‘sen 3x = 
.2sen3x.cosx-2sen3x.cos3x ѕеп2х + ѕеп4х —sen6x 
4 E 4 i 


E como sen 2x < 1, sen 4x < 1, sen 6x x 1, então sen x:sen 2x:sen Зх < 


RIO 


Falta-nos mostrar que a igualdade nào ocorre. Para a igualdade ocorrer é 
preciso que: 


kasa 
1sen4x = 1 
заве 


Como sen 2х = 1, temos que cos 2x = 0. Logo sen 4х = 2 sen 2xcos 2x = 0. o 
que ё impossivel, o que nos permite concluir que a igualdade nào ocorre. 
Com isso, fica claro que a equação acima não tem solução. 


j) cos x + cos 2x + cos (л – Зх) = 


|œ 


Vamos provar algo mais geral: 
Lema: Se A, B, C são tais que A + B + C = x, então vale que cos A + cos В + 
+ cos C < = 

2 


Prova: 
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cos [2 = J + cos C. 
2 


os A + cos B + cos C = — 
+B 


como A+B+C=n => EA А 
S 2 2 

(x C). C 

2 cos =cos | 7-7 ¡=sen—. 
12 2) 2 


omo 0 z cos (45 >) < 1, entáo temos que: 


os( +2) -COS (A-B) < sen e > 
2 U 2) 2 
( 2C 
2 


= cos А + cos B + cos C «2 sen = + cos C = 2 sen= + 722597 


ү 
А 
) 
azendo t = sen = temos que cos А + cos В + cos C < 22 + 2t + 1. 


br! 
lote que —2 + 2t+ 15 — c 42 + 4t+1<0 o - (2t- 1)? <0. 


iso prova a propriedade. Com isso, fica claro que a equação do problema 
ão tem solução. 


) sen 3x = cos 2x 


эп Зх = cos 2x > cos (3-ax) — cos 2x = 0 


\2 
— 2 sen n (3-3) ‘sen [2-5] =0 
4 2) 2] 

-sen{ ®-5) =0 ou sen z5x) =0 > 

(4 2) 4 2 
vA su ow 2 kr ou meos x T ke > 
4 2 2 4 
‚х=- -2kn ou ya E EN 

2 10 5 
uestáo 72 


'ove que arc tg i * arc tg i + arc tg 2 +arctg 


эїшсао 
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1 1 1 1 
Faga x = arc tg 3 y = arc tg gcc arctg 7 e w 7 arc tg 8 


y 1 1 1 1 
A =. Sut =—,t AR 
ssim, temos que tg x 3:9 ¿92 7 gw 8 

" {ах + {ду 4 _ tgz+tgw 3 
Dai: tg (x + y) = =" —— =— е tg(z +w = — — = --. 


9(х+у) +19(2 + w) 


= 1 logo temos 
1-tg(x + y)-tg(z +w) 


Logo temos que tg [(x + y) + (z + w)] = 
т 

quex+y+z+wz q 

Questão 73 (IME 2004) 


Se sen x + sen y = Ae cos x + cos y = B e AB # О, calcule sen (x + y) em 
fungáo de Ae B. 


Solução 


senx+seny=A => 2 sen (A2 


cosx+cosy=B > 2 sen (323 


Dai temos que: 


y LY 
senx+seny _ 2sen[ чу). cos( 2 5 (2X) sA 
(x-y) B 
bx 4 


E 2 
COSX + COS y 2sen( *2Y | cos x-y 
2 2 
x+y 
2tg! 2097 2AB 
Como sent = 2... temos que: sen (x + y) = НЕЕ, 
iet L te tg? Y A? +В 
9 2 2 
Questáo 74 
Prove que tg 55?-tg 65%tg 75° = tg 85º. 
Solução 


Já sabemos que tg Зх = tg x'tg (60 — x)tg (60 + x). 
Em particular, para x = 25º, temos que: 


tg 75° = tg 25%tg 85%tg 35° — tg 75° = 


tg65º 955º 
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= tg 55ºtg 65°-tg 75° = tg 85º. 


Questão 75 
z a , 2 т Зл 5л 
Ache uma equagáo do terceiro grau cujas ralzes sáo cos 7 cos = cos ER 
solução 
Зл 4n 31 3n 5n 5л 
1 — + —=x 3:— + 4—>=3 e 3.— + 4.— = бл. 
ote que 7 7 x 7 7 x 7 7 
Logo = ; SE = são soluções da equação cos 4х = — cos 3x > 


=> cos4x+cos3x=0 > 2 cos “X cos X =0 = 
7x x 

=> cos — = 0 ou cos- =0 
2 2 


Parte 1: Resolver a equação cos = =0 


7x л x 2Кл n 
> = 5 tkapxs + DOME x, =, —, —.mas 
SE NICE AAA ot T = S? 
131 Зл 11л 5n 9л 
cos — =cos cos = cos cos =cos — 
7 7 7 
Logo há 4 soluções distintas —, =. =, T. 
Parte 2: Resolver a equagáo cos : =0. 


Por outro lado, temos que: 


cos 4x = 8-со5° x — Bcos'x + 1 e cos3x = 4-cos? x — 3-cos x. 
cos 4x = – со53х > 8-cos*x + 4cos)x- 8cos?x — 3-cosx+1=0 


> 8 + 4t?- Bt? — 3t + 1 = 0, onde t = cos x. 
Claramente —1 ë raiz desse polinómio, portanto: 
Ви +40 -8é-3t+ 1 = (t+ 1) (BD — 4 — 4t + 1) 


Зл 5л 


Assim, o polinômio 8? — 4? — 4t + 1 tem como raizes cos? ‚ COS - cos Y^ 
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Questão 76 
Calcule o valor das expressões: 
x 3x 5n 
a) cos – :соѕ — cos — 
7 7 7 
x Зл 5n x 3n 5n 
b) cos —-cos + cos “COS + cos “COS 
7 7 7 T 7 7 


л 3л 
C) cos — + cos — + cos — 
7 7 7 


Solucao 


Pela questáo anterior e usando as relacóes de Girard, temos: 
1 
a =— 
) 8 
4 
b) -= 
) 2 


1 
[e] — 
2 
Questão 77 


24y?=1 


: : x 
Resolva o sistema abaixo: | 


4x! -3x22x?-1 
Solucao 


Como x? + y? 2 1 > |x| « 1, logo podemos fazer x = cos a. 


Daí temos que 4 cosa — 3cos а -2cosa — 1 => cos (3u) = cos (24) > 


cos (3a) — cos (2a) = 0 > — 2 sen (E) sen (5) =0 


(Say - al. 
ee (со) 0 ou sen [5] 0. 


> ¡ELY х 
Parte 1: Resolver а equagáo senis) =0 


= =kx>a= a onde k é inteiro. 


Parte 2: Resolver a equacáo sen( 5) =0 


191 
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5 = Кл >a = 2kz, onde k é inteiro. 
4n 4n) 
Logo as solucóes sáo (1, 0), (-1, 0), (sos. геп 2” |, c Sen 


cos—, sen — |, | cos —, sen— |, 
5 5 5 


T бл өл ( 8r 8n) 
5) 


questão 78 
Prove as identidades: 
a) cos 3x:cos x ~ cos 6x:cos 2x — sen 5x:sen Зх = 0. 
a e a о 
=4 sen (52) (2+у\. (х+2 


a меса bla 


a 
C) cos 5 — Cos — = 


d) Se A + B + C = z, prove que: 


sen A + sen B + sen C = 4:cos 2 cos aos =. 


e) COS х + COS y + COS Z ~ COS (X + y + z) = 
= 4-cos (52) cos (E) cos (ZEZ) 


NC eae) 


f) 2: cos acos B cos(a + B) = cos? a + cos?p - sen? (a + B) 


Solucáo 

a) cos 4x + cos 2x = 2 cos 3x-cos x 

cos 8x + cos 4x = 2 cos 6x со 2x 

cos 8x — cos 2x = — 2 sen 5x-sen Зх. 

Somando as trés expressóes, membro a membro, temos que: 
(cos 4x + cos 2x) — (cos 8x + cos 4x) + (cos 8x — cos 2x) = 


2 cos 3x"cos x = ~ 2 cos 6x:cos 2x — 2 sen 5x:sen Зх = 0. 


db ov e e 
sen x+ sen y = 2 sen (321) со m 


-X-y 
2 


sen z — sen (x + y + z) = 2 sen ( 
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x x+y) adsl a %4 
2 sen ( 2 qee pa 2 j. 


senx*seny*senz-sen(X*y*z)- 
= 2 sen (E) -cos z+%2¥) cos EL. 
2 | 2 2 
PE. х-у ond ТУ -z-y). 
Note que | - — || =-2.sen .sen = 
q a] (=) | - ) 


2 sen( 52% ‘sen aty | , logo temos que: 
2 2) 


sene senya Бату cio вов СЕУЛ agg ЕУ as E] 
L2J ACE A ее] 
л 2л 1 
c) cos — — cos — = =. 
5 5 2 
2cos É Eu) 
21 . x 3л 10 6) 
cos — —cos — =-2sen — sen — + = 
10 10 n 


2cos 2 .cos3 
10 


0 
=) f 2x 6 
1 


| sen- -sen 
10 10). TO | 
л д a 3aY 
2cos.— .cos3 2 -COS 
10 10 ( созт ete 
2n 3n |. 2n Зл mn бл _ (2,5 | E 
Note que sen — = cos —, pois — + — = — Е sen — =sen!—+—|= 
10 10 10 10 2 10 12 10) 
x D: 2n 1 
cos — Logo, cos — - cos — = >. 
10 5 5 2 


d) Se A +В + С = л, sen А + sen B + sen C = 4cos А cos 2 cos 5. 


sen A + sen В + sen C = sen A + 2 sen == cos — = 
sen А + 2 cos es Bos = 2 sen Ecos É +2 cos À cos gs = 
2 2 2 2 2 


A í A e Af B+C 2-2) = 
2 cos — *| sen— + cos = 2 cos — ‘| cos + COS = 
2 co 2 21 2 2 
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А ( B сү А B C 
2 cos — :| 2cos—-cos—!=4cos — cos — “cos —. 
21 2 2) 2 2 2 


x+y Z+y X+Z 
>) COS X + COS y+ COS Z + COS (X + y + Z) = 4 соз Bey cosl Zt Y | “Cos ( \ 
l 7 Я Us 0127 993 


OS x + COS y = 2 COS (=) "cos (£1). 


(x+ 
SOE Cos RYT eye cos | 


Somando membro a membro, temos: 
COS x + COS y + COS Z + cos (x + y + z) = 


f) 2 cos a-cos p-cos(a + B) = cos? a + cos?B — sen? (a + В) 

2 cos a cos B cos(a + B) = 

= 2 cos a cos f): (cos a cos B — sen asen B) = 

= 2 cos? a:cos* В — 2 cos arcos B sen ocsen В) = 

= (cos? a + cos? В) +2 cos? arcos? B —2 cos acos B-sen asen B) + 
+ (- cos? a - cos? В) = 


= (cos? a + cos? В) + (cos? acos? B — cos? a) + (cos? arcos? В — cos? p) - 
— 2 COS acos В sen asen В = 


= cos? a + cos? B + (cos? a) (-1 + cos? В) + (cos? B) (-1 + cos? a) — 
—2 cos acos B-sen asen В = 
= 2 2 2 2 2 2 
= cos и + cos” В + (cos” a) (-sen* B) + (cos” B) (-sen* a) - 
— 2 cos accos B-sen a-sen B = 
= cos? а + cos? B — (sen a-cos B + cos a-sen B = cos? a + cos? p — sen? (a + B) 
Questao 79 
Calcule o valor da expressáo: 
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4 соз? 21 — 3 cos = — 4 sen? 21 + 3 sen T 


Solugáo 


¿TE cos X = cos [ &.- 
9 9 9 
- 4 sen? i + 3 sen Y = sen (s). Y 


Logo a expressáo vale = 
Questáo 80 
Resolva a equagáo 8x? — 6x - 1 = 0. 


Solugao 


Bx — 6x - 1= 0 = 2(4x?— 3x) = 1 = Ф°-3х= Z 


Vamos achar as raizes tais que |x| < 1. Faga x = cos a, Teremos entao: 


cos (30) = 5 =30= E +2ka ou За = TE + 2kx ac T+ E ouas 


11x , 2kx п 13x 251 
— + — >a = —, —, —. 
18 3 18 18 18 
А 2 T 131 257 
Logo há 3 soluções: cos — , cos ——, cos —. 
18 18 18 


Nota: Claramente não há soluções tais que |x| > 1, pois a equação é do 
terceiro grau e portanto, possui apenas 3 raizes. 


Questão 81 
Resolva as inequações: 
а) 1-senx>cos? x 


b) senx<cos (&-х) 
4 ] 


C) senx+cosx> 1 
d) cos 2x 2 cos x 


e) cos x + У -ѕепх > V2 
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f) sen xcos x > 1 
9) 3-sen? x + 2-cos? x > ñ 


loluçao 

{) 1 — sen x > cos? x 

1 — sen x > cos x <> 1 — cos? x — sen x 20 < sen? x — sen x 2 0 < 
< sen x: (sen x — 1) 2 0. 

Caso 1: sen x > 0e (sen x — 1) > 0 


Neste caso, temos que sen x > 1. Entào, sen x = 1; logo temos que x = 


NIA 


Caso 2: sen x < 0 е (sen x- 1) «0 
Neste caso, temos que sen x < 1 é sempre verdade. Portanto basta termos 
sen x < 0, logo a solução é z < x < 2n. 


b) sen x > cos (2-х) 


[*-. Xo. л (5 ) e (5 ) 
cos; —-x} = ѕеп| —-|—-x]| = ѕеп| – + х |. 
(4) (5 4 4 


Assim temos que: 


O lE s PS T qaid A Ecos (Tex «0c 
(4 ^J La 8 8 
cos [я+х] sooi < E exe e ze. 
8 2 8 2 8 8 


c) sen x + cos x > 1 
x x 
sen x + cos x = J2 -sen E) > 1 o sen E) > 
л 


31 
+x<— => 0<x<-. 
4 2 


d) cos 2x > cos x 


-1 
cos 2x > cos x < 2 cos? x — cos x — 1 > 0 = cos x < > ou 


4 
cosx t= P T Ou x = 27. 
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e) cos x + V3 sen x > J2 
cos x + 4/3 -ѕепх> J2 o 5 созх+ УЗ sen x> = c sen g cosx + 
+ cos É -sen x > № sen | 2+х| > А o 
6 2 6 

т Tr 
© —<x< —, 

12 12 


f) sen x cos x > 7 


1 sen2x 1 1 л 
sen x - COS X > — => 2 


g) 3 sen? x + 2 cos x > 2 


З sent x + 2 co x» Š — ser? x> 1 æ sen x> 2 ou sen x < 
e On Эй ua dr 
4 4 
Questão 82 
Prove as identidades: 
a) arc sen x + arc cos x= = 
1 1 л 
b) arctg — +arctg — = — 
) 95 93 4 
2 12 m 
c) 2: arctg = + arc cos — = — 
a 13 2 


Solugao 


п 
а) агс ѕепх + агс соѕ х = 2 
Seja a = arc sen x e В = arc cos x > sena = x e cos В = х > 


y 
sen a = sen (2-5) = sen e = (5-5) >0+p= >: 


> — @ sen 2x > 2 o L «2x« > 
4 2 6 


5; 
6 


NA 
> 


= 
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b) arc tg : * arc tg 5 = 


ala 


й 1 1 1 1 
Seja a = arc tg — ef = arc tg — t =- etgB=-. 
jaa 95 B=a $a cue 2 g B 3 
1.1 5 
i tga+tgB__ 2 3 _6 = 
Dai temos que t +B) = —— — —=— —==1=u+ÜB=-. 
que tg (a + В) о юра 1.1 5 В 2) 
23 6 
c)2-arcig 2 *arccos 12= E 
3 13 2 


. 2 12 2 12 5 
Seja a = arc tg — eB = arc cos — t = — ecosp= — sen В = —. 
ds gs В T EA Bee вер a 


2 sena 2 
Сото {да = = > = — = sen < 
3 cosa 3 


_ (2cosa) 
A 


Dai temos que: 
2 
2cosa 
sen? а + cos? a = 1 => e + cos? a = 1 > cos? a = E = 


2413 а= 313 
13 13 + 


sen (2a + B) = sen 20:соѕ В + cos 2a:sen p = 
= 2 sen acos acos В + (-sen?x + cos?x)-sen В = 


144 25 


——*——z21 > 20 +} = 
169 169 


Questão 83 
Resolva a equação: 6x — 35x? + 62x — 35 x + 6 = 0. 


Solugao 
Note que o primeiro e o quinto termos sáo iguais; o mesmo ocorre com o 
segundo e o quarto termo. Por isso, esta equação é uma equação reciproca. 


Para resolver uma equacáo recíproca, devemos fazer a seguinte substituigáo: 


y=x+ 1 
x 
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£ 


35 
6x! — 35x° + 62x? — 35x + 6 = 0 = Өх? — 35x + 62 — — + — =0 
х 
aus 7j 1 
>6: C +) -35(x+*) + 62 = 0. 
х х 
А 1 2 1 2 2 10 
Dai faça y = x + = —X*—2y-2-8y —-35y+50=0=y= EX 
x 
ya S TU = 10 бйле: =х=2,3, d +. 
2 x 3 x 2 2 3 
Questáo 84 (IME) 
Calcule o valor da expressáo: 
1 1 1 1 1 
— + — + +... + —————  +———._ 
1.4 4.7 7-10 2995-2998 2998-3001 
Solugáo 
; E 1000 
Pela fórmula da questáo 13 letra c, essa soma vale 3001: 
Questáo 85 
1. 74-4 1 1 
Prove que 1+ — + — +— +... + + — <3, рага todo n natural. 
1M 2! 3! (n-1)! n! 
Solugáo 
А 1 1 
E facil ver que Tipas 1 ы ta a =E 7 <t 
3! (n-1)! ni 2 4 8 2" 2^ 
logo fs qe ae < 3. 
1 2! 3! (n-1) n! 
Questao 86 
Sejam a, b, c as raizes da equação x° — 5x? + 7x — 9 = 0. Calcule o valor de: 
1 X. 1 
a) —+—+— 
a b c 
b) Аг do 
ab bc ас 
c) 1 doi 


—— + — + 
ira 1+b 1«c 
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1 1 
+—+ 
a+b b+c a+c 

а? +62 + с? 


+ + 
b«c a+c a+b 
b+c a+c bra 


a b с 
a bc+ac ab+ac ab+bc 
i) + +— 
ab bc ac 
k) a b c 
1+а 1+b 1+c 
Solução 
1 14 1 ab+ac+bc 7 
a) -—+—+—=—— = 
a b с abc 9 
b) | РО РЕСЕ 
ab bc ас abc 9 
1 1 1 
c) -— + 29 
1+а 1+6 1+ 
(1+b)-(1+c) 


(1+ a) -(1+c) 


~ Usa) (b) (1+0) (1+a)-(1+b)-(1+c) 
_ (1+ab+a+b)+ (1+ас+а+с) + (1+bc+b+c) | 


1+ (a +6 +с) + (аб + ac +bc)+ abc 


3+2-(a+b+c)+(ab+ac+bc) 


i+(a+b+c)+(ab+ac+bc)+abc 


1 1 1 1 
d) —— + —— + —— = ——+ 
a+b b«c а+с 5-с 


_ (5-2) (5-b)« 


4 Soluções do capitulo 2 


(1+b)-(1+a) 


(+a) (1+6) (196) - 


3+2-(5)+(7) 20 10 
1+(5)+(7)+(9) 22 11 
1 d _ 
5-a 5-a 


(5-a)-(5-b)-(5-c) 


(5-b)-(5-c)+(5-a)-(5-c) r 
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_ (25-5a-5b + ab) +(25-5b-5c+bc)+(25-5a-5c+ac) _ 
125-25-(a+b+c)+5-(ab+ac+bc)+abc m 
(75-10(a «b +с) + (ab + ac +bc)) 75-50+7 322 8 


7 125-25-(a+b+c)+5 (ab+ac+bc)+abc | 125-125+35+9 44 11 


eJarb+c=5>(a+b+c)=25> 
= a^ + b? + с? + 2 (ab + ac + bc) = 25 a^ + b^ + с? = 25— 14 = 11. 


f) ab + ac + bc = 7 = (ab)? + (ac)? + (bc + 2(abc) : (a + b + c) = 49 > 
> (ab)? + (ac)? + (bc)? + 2 - (9) - (5) = 49 > (ab)? + (ас)? + (bc)? = – 41. 


2 
Dai temos que q ey > BI SEP UL at 
a^ b^ c (abc)? 81 


* + 
+a 1+b 1+с 1+а 
= с) 34019) -з- 2 


\1+а 1+6 1+с 11 11 
h) = B кизее д duit. E 
b+c a+c a+b b+c a+c a+ 
_ a+b+c ,8*b*c, a+b+c EA 1 1 8 
= ——“+———+——-3= ЕЕ -3= 5| — |-3=— 
b+c a+c a+b a+b b+c a+c 11 1 
узе, ае b+a y b+c 4,8*6,4,B*8. з. 
a b a 
52+2+1)-3=65(7) 3-2 
la b ) 9 9 


be+ac ab+ac ab+bc Ж 
ар bc ac 
bc + ac ab + ac ab +bc 


= 14 ——— + 14+ ——— 4. 14 203 = 
ab be ac 


j) 


202 4 Soluções do capitulo 2 


=(absacebe) [Deal -a 7 (2)-3- E 


ab bc ac 9 9 
) X mE RUE RC A НИГ И 
tra 1+b 1+c 1+а 1+0 i+c 


1 1 1 10 23 
1+а 1+b 1+с ` 


з et 


Questáo 87 
Prove que tg? 1° + tg? 3° +....+ tg? 87° + tg? 89° = 4005. 


Solução 
4 
Lema: cos 90 а = cos? a — Copzcos* asen? a + Cascos” acsen* a — 
— Сөсв`СО5°° ocsen? a + Cope cos” asen? a +... + Copggrcos? a-sen® a — 
= Coogo"sen a. 
Prova: 
Sabemos que (cos a + isen a)? = cos 90a + i-sen 90a. 
Por outro lado, temos que: 
(cos a + sen a)” = 
(со5® a — Соог:соѕ® asen? a + Coo cos” ocsen* a — Cog cos P^ asen? a + 
+ Соо в'Со5%2 asen? ob usc Coo.ss COS? a:sen** Q= Cso.so' sen? a.) + 
+ ¡-(Cop.cos*? asen a — Сөоз`СО5°' asen? a + Соов:сО5°° asen” a — 
- Соо cos? asen а +... + Соовв`Со52 asen” а — Coo go sen?? a). 
Em seguida igualemos as partes reais e as imaginarias. Teremos: 


8 
cos 90 а = cos? a — Cg9,2°COS Ba 
8 
sen? a + Cao4'cos?? asen” а — Соов`СО8® asen? a + Copgcos” arsen? a +... + 
+ Cona COS" а. 
sen? a- Ceo sy 'sen?? ae 
Ра 89 87 3 85 
sen 90 a = Cay cos” asen a - Cgo3 cos” asen” a + Cgo4 COS" a. 


sen? a — Cao. cos? asen” a +... Com isso, provamos o lema. 
Agora vamos ao nosso problema: 


Note que a equação cos 90a = 0, tem como raizes cos 1°, cos 3°, ..., cos 87°, 
cos 89°, cos 91°, ... cos 189°. 


Pela fórmula do lema, temos que: 
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cos 90a = cos” a — Copscos* asen? a + Cygo4cos? asent a — 
— Caos cos” arsen? a + Cos cos” a-sen® a +... + Cossacos? a-sen™ a — 

— Cooso sen” a. 

Dividindo tudo por cos” a e fazendo tg a = и, temos que: 

1- Соор? + Coo, ul = Csos'u° + Cons U? Tu Cao, sau? -и® 

Fazendo и? = {, temos: 

1-Coo2't + Coo 4 — Сао: + Cova tl +... + Соо вв — 
Note que cos 91° = — cos 89º, cos 93° = — cos 87°, ..., cos 187° = — cos 3º, 
cos 189° = — cos 1°; 


га 5 


portanto as raizes da equação 
1 — Csozt + Const? — Con gt” + Copa 1 +... + Con aa t! — tŠ 


são tg? 19 tg? 39: ai tg? 87º, tg? 89º. Usando as relações de Girard, temos que 


С 
tg? 1° + tg? 3° +... + tg? 87° + tg? 89° = == = 4005. 


wmm 


Parte III 


Apéndices 


5. Congruéncia / Resumo das propriedades 
6. Congruéncia / Resumo teórico 


7. Fórmulas Trigonométricas 
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Apéndice 1 


Congruéncia 


Definição: Sejam a, b e m números inteiros, com m > 0. Dizemos que a é 
congruente a b módulo m se m |a — b; em outras palavras, se existe um inteiro 


k tal que mk = a-b. 


Notagáo: Se a é congruente a b módulo m, escrevemos: a « b (mod m) 
Exemplos: 

i) 10 = 2 (mod 4), pois 4 x 2 = 10 — 2 

li) 18 = 3 (mod 5), pois 5x 32 18 — 3 

iii) 70 = 40 (mod 6), pois 6 x 5 = 70 40 


Propriedades: 

Sejam a, b, c, d, m e n números inteiros, entáo valem as seguintes 
propriedades: 

l) a= b (mod m) e b = c (mod m) > asc (mod m) 

11) a = b (mod m) e a = c (mod m) > b =c (mod m) 

Ш) a= b (mod m) e c = d (mod m) => a+ c = b + d (mod m) 

IV) a =b (mod m) e c =d (mod m) > a-c=b- d (mod m) 

V) a =b (тоа m) > ас =b-c (mod m) 

VI) a = b (mod m) e c = d (mod m) > ac = b-d (mod m) 


VII) a = b (mod т) = а? = b? (mod m), para todo p natural e р> 1. 


Teorema de Fermat: Se p > 1 é um numero primo que nào divide a, 
entáo: 


a?” * = 1(mod p) 
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Apéndice 2 


Filipe Rodrigues de S. Moreira 
Instituto Tecnológico de Aeronáutica (ITA) 


Congruéncias Lineares 


1 - INTRODUÇÃO 


A idéia de se estudar congruéncias lineares pode vir a facilitar 
(e muito) a vida de um estudante, na hora de resolver questóes de Teoria dos 
Números e até Polinômios. Esse assunto merece uma atenção especial, pois 
em geral os livros que estáo no mercado, mostram do que se trata, porém vào 
logo para uma abordagem mais abrangente e acabam saindo do foco de um 
aluno que nào se interessa pelo assunto como estudo puro e sim está apenas 
buscando, alternativamente, outra ferramenta para resolver questóes de 
vestibulares mais rebuscados como IME e ITA. Esse artigo tem por objetivo 
atender a necessidade de bons alunos que nào se interessam por Olimpiadas 
de Matemática (puro e simplesmente), mas querem descobrir novos métodos 
para tornar simples questóes difíceis, que à priori exigiriam muito raciocinio e 
genialidade. 


2 - DEFINIÇÃO DA PALAVRA E NOTAÇÃO 


Dizemos que dois números inteiros são congruentes, em relação a algu 
outro, quando deixam o mesmo resto na divisão por esse outro, ou seja, diz- 
se que "a é congruente a b módulo m" quando tanto "a" quanto "b" deixam o 
mesmo resto na divisáo por "m". 


Veja a notação usual: a = b (mod m). Agora vamos aplicar: 


12 = 2 (mod 5), pois 2 é o resto da divisáo de 12 por 5. 
12 = 7 (mod 5), pois 7 e 12 deixam o mesmo resto na divisáo por 5. 
24 = 3 (mod 7), pois 3 é o resto da divisáo de 24 por 7. 
28 = 1 (mod 9), pois 1 é o resto da divisáo de 28 por 9. 


Veja esse último exemplo...sabe-se que 28 29.341, mas por que nào 
escrevermos que 28 = 9.4 - 8 ? Sendo assim, o resto da divisáo de 28 por 9 


poderia ser "-8". De fato, na divisáo Euclidiana, isso nao é permitido, pois se 
trata do menor resto positivo, porém, podemos trabalhar com restos negativos 
na teoria de congruéncia, ou seja, é possível escrever que 28 = -8 (mod 9). 
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Acredite! isso vai tornar a sua vida muito mais tranquila na hora de resolver 
questóes de teoria dos números. 


3 - ALGUMAS PROPRIEDADES DE CONGRUÉNCIAS: 

P4) Sejam dois números inteiros tais que a = b (mod m) e outros dois inteiros 
tais que c = d (mod m). Assim, atc =b +d (mod m). 

Prova: 


P a=b(modm) então a=km+b (com ke Z) e se с= d (mod m) então 
l= tm+d (com teZ). Logo temos que (axc)=(k+t).m+(b+d), assim 
+c=b+d(modm). 


'P,) Sejam dois números inteiros tais que a = b (mod m) e outros dois inteiros 
tais que c = d (mod m). Assim, ac = b.d (mod m). 
Prova: 
Se a=b(mod т) então a=km+b (com keZ) e se c=d(mod m) então 
c=tm+d (com / € Z ). Logo temos que: 
múltiplo de m 
ac = ktm? +kmd+tmb + bd 


Assim, concluimos que a.c = b.d (mod m). 


Рз) Sejam dois números inteiros tais que a = b (mod m). Logo sendo r outro, 
número inteiro tem-se que a+r = р +г (mod m). 


Prova: 


Se a =b (mod m) então a=km+b ‚сот ke Z. 


Logo temos que (a+r)=km+(b+r), assim atr=b+r (mod m). 


IP.) Sejam dois números inteiros tais que a = b (mod m). Logo sendo г outro! 
¡número inteiro tem-se que ar = br (mod m). š š 


Prova: 
Se a =b (mod m) então a=km+b ‚сот ke Z. 


Logo temos que ar =k.mr + br, logo аг = б.г (mod m). 
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Ps) Sejam dois números inteiros tais que a = b (mod m). Seja л um número 
natural logo, a” = b" (mod m). 


Prova : Demonstre essa propriedade a partir da propriedade Р» fazendo uso 
do Principio da Indugáo finita. 


Essas propriedades váo ajudar muito o estudante na resolugáo de questóes 
mais elaboradas, pois elas permitem substituir nümeros grandes pelos seus 
restos na divisáo em questáo. 


Suponha que vocé deseje achar o resto da divisáo de 20062006 por 5. 
Pela propriedade Ps, 20062008 = 42006 _ 1 (mod.5), logo o resto da divisáo de 


20062006 por ё 4. 


A seguir, mostrarei uma série de exemplos resolvidos que ajudaráo o leitor a 
perceber como essa ferramenta Congruéncia é poderosa 


Exemplo Resolvido 1 
Calcular o resto da divisáo de (20062006 + 20042004 y2005 por 5. 
Solugáo: 
(20062006 + 20042004 2005 = (12006 + (- 1)2004 2005 = 22005 
Como 16 = 2^ =1 (mod.5) , podemos escrever: 

22005 _ (24)501 2 = (9901.2 = 2 
Logo (20062008 + 2004200“ )2005 deixa resto 2 na divisão por 5. 


Veja que a vantagem dessa teoria é a possibilidade da substituicáo das bases 
pelos seus restos na divisáo desejada. Nesse caso, 2006 foi substituido por 1 
e 2004 o foi por (-1) que sáo seus respectivos restos na divisáo por 5. 


Exemplo Resolvido 2 
Calcular o resto da divisão de 5131 + 7131 +1 4091 4 43131 por 9. 
Solução: 


5131 „7131 „1131 443131 = (47131 + (299% + (29 + (4)!3! = 0 (mod.9) 


Assim, o resto da divisáo de 5131, 7131. 1113113131 рог 9 vale 0. 
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Exemplo Resolvido 3 
Calcular o resto da divisáo de N por 5, onde N é dado por: 


N = 42007 , 22007 | 42007 , . 20062007 , 20072007 
Solugao: 


Vamos resolver essa questáo por partes. Tome os 5 primeiros termos. 
20 


e — 
42007 , 52007 , 32007 , 42007 , 52007 _ 
42007 , 52007 , (_2)2007 + (192007 = 0 (mod.5) 
se raciocinio se repete para cada grupo de cinco nümeros consecutivos, 
tando a partir dos números da forma 5k+1keZ, assim, todas as 


parcelas até 20052007 vão se anular na congruéncia módulo 5. Faltam então 


as duas ültimas parcelas. Logo: 
=1 


N = 20062007 + 20072007 = 1+ 22007 = 14+ 23.(24)501 = g = 4 (mod.5) 


Exemplo Resolvido 4 
Determinar qual é o algarismo das unidades na representação decimal do 


número N = (20062007 + 2005.20072007 )2007 | 


Solução: 

Determinar o algarismo das unidades de um número qualquer é o mesmo que 
determinar o resto na divisão por 10, pois qualquer número inteiro N pode ser 
escrito sob a forma N=10k+b, com k e b inteiros. Logo, fazendo 
congruência módulo 10: 


в -1 


N = (20062007 , 2005.20072007 2007 „ (62007 , s ( 72 j1003 7,2007 = 
= (62007 б 35)2007 = (62007 " 52007 


Vamos estudar as poténcias de 6 na divisáo por 10. 

6% =1 (mod.10) 

6! = 6 (mod.10) 

6? =36=6 (mod.10) comega a repetir 

Logo qualquer poténcia (n > 0) de 6 deixa resto 6 na divisáo por 10. 
Assim, N = (62007 _ 5)2007 = (6 _ 5,2007 = 1 (mod.10). 


Logo, o algarismo das unidades de N é 1. 


Problemas Selecionados de Matemática IME — ITA — Olimpiadas 213 


Exemplo Resolvido 5 
Determinar qual é o algarismo das unidades na representacáo decimal do 
número N dado por 


N= (2222255555 ET 5555522222 )33333 E (333337777? 4: 7777733333 y44444 : 


Solução: 


Estudaremos a congruência módulo 10. Vamos substituir todas as grandes 
bases pelos seus restos na divisão por 10, ou seja, substituiremos 22222 por 
2, 55555 por 5, 33333 por3 e 77777 por 7. Veja: 


=1 =5 a -1 2-1 
— PRU A — м 
М = ((25 y 3888 23 + 522222 193333 +(( 32 )38888 3 +( 7? y 6666 544444 " 


3-1 


=0 mE 
= (8 +5)33333 , (3 y 744444 _ 333333 + (10)44444 = 333333 _ (32 16666 3 = 3 


Logo o algarismo das unidades de N é 3. 


Exemplo Resolvido 6 


O número 123456789(10)(11)(12)(13)(14) está escrito na base 15. Qual 
resto da divisáo desse nümero por 7. 


Solugao: 


Se 123456789(10)(11)(12)(13)(14) está na base 15, então poder 
reescrevé-lo na sua composigáo de base 15. Veja: 


N 21.15? 4.2.1512 + 3.1511 +... + (12).15 +(13).15 + (14) 


Mas 15 deixa resto 1 na divisáo por 7, entáo: 


№= 1.113 +2.12 +3.11 +...+(13).1+(14)=1+2+...+13 +14 = 105 = 0 (mod7) 


Repare que quando o número está na base 15, o critério de divisibilidade por 
7 é dado pela soma dos algarismos. 


4 - TEOREMA ÚTIL: TEOREMA DE FERMAT 


Sejam a um número natural e р um número primo tais que тас (a, р) = 1. 
Com essas condições pode-se afirmar que а?! = 1 (тоа р). 


Prova: Tomemos o conjunto А = (a, 2а, 3a, 4а,..., (p – 1а}. 


214 6 Apéndice 2 / Congruéncia — Resumo Teórico 


Lema: Todos os elementos de A sáo incongruentes entre si (módulo p), dois a 
dois. 


Provando o lema: 
Suponha que existam dois elementos distintos de A tais que sejam 
congruentes entre si na divisáo por p. Logo ka - ta = 0 (mod p) , o que implica 


que k -t = 0 (mod p) , pois se tem que o mac (a, p) = 1. 
Assim, k = t (modp), mas como são menores que p, temos que k = t, mas 
isso é absurdo, pois por hipótese k xt. 


Logo, como A tem (p – 1) elementos e todos são incongruentes entre si na 
divisão por p, temos que em A existem todos os possíveis restos (diferentes 
de zero) na divisão por p. Pela propriedade P}, a multiplicação de todos os 
elementos de A é congruente à multiplicação de todos os respectivos restos 
ла congruéncia módulo p. 


a.2a.3a.4a.......(p- 1а = 1:2.3...... :(p- 1) = (mod.p) 
aP-71(1.2.3.....(p- 1) =1-2.3.....-(р-1) = (mod.p) 
como 12:3... -(p-1) é primo com p, podemos cancelar os termos 
comuns de ambos os lados da congruéncia e assim: apl =1 (mod.p) 


Exemplo Resolvido 7 


(IME) Prove que os inteiros k e к? têm o mesmo algarismo das unidades. 


Solugao: 

Veja que qualquer número pode ser escrito na forma x =10t+b. Seke kŠ 
tëm o mesmo algarismo das unidades, entáo se escrevem nas formas 
k=10t+b e kº=10m+b, logo a diferença entre К e kŠ é da forma 
kŠ -k =10(m- t), portanto, múltiplo de 10. 

Assim sendo, provar que ambos tem o mesmo algarismo das unidades é 
equivalente a provar que a diferença к°-к е múltiplo de 10. Basta entáo 
provar que essa diferenca é múltiplo de 2 e de 5 simultaneamente. 


Fatorando: k -k = k-(k4 – 1) = k(k? -1)(k? +1) = (k- 1-k-(k 1) (k? +1) 
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Na fatoração aparece o produto de dois inteiros consecutivos k-(k+1), logo um 
deles é par e assim o produto é par, portanto, múltiplo de 2. 
Veja que 5 é primo e k é inteiro, logo pelo corolário do teorema de Fermat, 


kř =k (mod.5), logo kŠ -k = 0 (mod.5), portanto, essa diferenga é múltiplo 
de 5. 


Assim, como a diferenca к°-к е par e é múltiplo de 5, então ela é múltipla 
de 10. 
c.qd 


5 - APLICACAO DE CONGRUENCIAS A POLINÓMIOS 


Assim como a idéia de se associar a divisão euclidiana à notação em módulo 
é útil com numeros inteiros, podemos também utiliza-la para polinómios, veja 
alguns exemplos: 


Exemplo 1: P(x)- x^ -120 (mod. x? +x? +х+ 1), pois fatorando x^ -1, 
tem-se que x* - 1-2 (x - 1)(х3 + х2 + x + 1), ou seja, x* – 1 deixa resto zero na 


2 


divisão por x? + x? + x «1. 


Exemplo 2: P(x) = x « x- 1s x (mod.x? ~ 1), pois dividindo x° +х-1 pr 


x? -1 tem-se resto x. 


Exemplo Resolvido 8 
Calcular o resto da divisáo de P(x) = X +х+1 рог x? -1. 


Solugáo: 
Temos que х5 -1=0 (mod. x? -1), logo, somando 1 em ambos os lados da 


congruéncia, conclui-se que x? =1 (тоа. x? -1). 
= 1 


— 


P(x) = х5 +х+1 = х2 (х3) e x «1 = x? 


+x+1(mod.x? -1). 


Logo o resto da divisáo de P(x) por x3-1 е x +x+1. 
Exemplo Resolvido 9 
Calcular o resto da divisáo de P(x)= x10 3x8 + x? — x3 4 x? 2x1 por 


X! ex. 
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Solugao: 


Temos que x 


+x=0 (mod.x? * X), logo, somando (-x) em ambos os lados 


3 


da congruência chega-se que x” = -x (mod. x? -1). 


x10 5 3x8 «x? 2X3 4x? «2x - 12 
TAS poe а. ah 
= x.( xŠ y +3x2( x3 № + x ( xŠ y2-( xŠ )+ х2 +2х-1= 
= x(-xP + 3x2(—x)* + x(-x2 - (5x) + x? +2х-1= 
3 +х+х? +2х-1= 


= -4x^ - x3 + x? «3x -18 -Ax. (3) - G3) «x? +3х-1= 


=~ x* - 3ax* -x 


-4x (-x) -(-x) + x? +3х-1= 4x? «x «x? +3х-1 = 5x? +4x-1. 


ogo o resto da divisáo de P(x) por x? +x é 5х2 +4x-1 (mod.x? -1). 


Obs.. Veja que a vantagem da congruéncia é poder substituir as poténcias 
grandes de x por outros termos que sáo exatamente o resto da divisáo dessa 
poténcia pelo módulo em questáo. 


Exemplo Resolvido 10 


(IME) Provar que P(x) = х999 + х888 , 777, ¿x111,1 é divisível pelo 


8 7 


polinômio D(x) = х9 + x8 +x” +...+х! +1. 


Solugáo: 
Sabemos que хЇ9-1= (x - 100 +4 +...+X +1), logo escrevendo na 


notagáo de módulo temos que: 


x19_4 = 0 (тоа. х9 + x9 +x? +..+х+1) 


ou ainda podemos escrever que: 


x!0 = 1(mod.x? + x8 +x” +..+х+1). 


Assim, podemos substituir todas as potências de x!º 


pelo numero "1". 


, по polinómio original 


P(x) = x999 , x888 TTM 4= 
z al = 
— 
x9 (x10 99... х8 (x10 88 R x (x10 y! 41 
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9 8 8 


EX +X too X120 (тоа. x? «x +...+X+1). 


Logo, P(x) é divisivel por D(x). 


6 - APLICAÇÃO DE CONGRUÉNCIA EM FATORAÇÃO DE POLINÓMIOS 
Assim como essa ferramenta poderosa pode ser útil para determinar o resto 
da divisão entre polinômios, podemos utilizá-la para determinar fatores de 
alguns polinômios que se quer obter a fatoração. 

Veja a fatoração: х" -1-(x-1)x^! +x"? +...+x+1). Com base nesse 
resultado chega-se que х" – 1 = 0 (mod. (x^ + x^? +... + x + 1)), logo, somando 
1 em cada membro da congruência, concluimos que: 


x" =1 (mod. x^^! + x92 +... +1) 


Essa congruência pode ser muito útil em muitos problemas de fatoração, veja 


dois exemplos a seguir: 


Exemplo Resolvido 11 


Fatorar а(х) = x? « x «1. 


Solugáo: 
Vamos estudar a congruéncia de а(х) = х? +х +1 no módulo x?-1: 


2-150 (mod. x? – 1) , logo se chega que x? =1 (mod.x? - 1) 


= 1 
— 


Com isso а(х) = х5 «x41 = x3 x2 « x «1 = x? «x «1 (mod. x? - 1). mas 


como x2+x+1 é fator de x3 -1, concluimos que se tivéssemos feito 


congruéncia módulo х2 «x41, a congruéncia teria dado zero, assim, 


2 


X“ +x+1 é um fator de q(x). 


Fazendo entáo a divisáo longa entre os polinómios q(x) e x? «x +1, chega- 


se que o resto é zero e o produto entre o divisor e o quociente já é a forma 
fatorada desse polinómio q(x) = х5 e x41. Logo: 


4x41 = (xX? = x? e1)(x? + x1). 
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Exemplo Resolvido 12 
Fatorar q(x) = х'+х?+х? +1. 
Solugao: 


5 


Vamos estudar a congruéncia de q(x) = x” +x5 + х2 +1 no módulo х“ —1: 


x*-120 (mod. x^ – 1) , logo se chega que x4 =1 (mod. x4 -1). 


Com isso: 

21 = 1 

кә — 
q(x) = x! ex? cx? +1 8 xf x84 x* xg x? 41 = ХЗ axe х2 +1 (mod. x4 -1), 
mas como x? +x+x2 +1 é fator de x^ -1, concluimos que se tivéssemos 


3 


feito congruéncia módulo x +х+х? +1, a congruéncia teria dado zero, 


3 


assim, x? + x + х2 +1 é um fator de q(x). 


Fazendo entáo a divisáo longa entre os polinómios g(x) e X ex ex? +1, 


chega-se que o resto é zero e o produto entre o divisor e o quociente já é a 
forma fatorada desse polinómio q(x) = x? + xŠ 


5 cx? «12 (x* -x° O +x 


+x? +1. 


Logo: x! +x ? «x 1). 
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Apéndice 3 


Fórmulas Trigonométricas 


sen’a + cos’a = 1 1+tg?a=sec’a 1 + cotg? a = cossec? a 
sen (a + b) = sen a. cos b + sen b. cos a 

sen (a - b) = sena. cos b - sen b. cosa 

cos (a + b) = cos a. cos b — sen b. sena 


cos (a - b) = cos a. cos b + sen b. sena 


tga + tgb tg (a — b) = tga — tgb 


tg(a+b)= 
9( ) 1- tga.tgb t+ tga.tgb 


sen 2a = 2.sena.cos a 


cos 2а = cos? a - sen? a = 1 – 2.ѕеп?а = 2cos* a- 1 


tg2a = 2tga 
(1-tg?a) 
sen р + sen q = 2.sen ( PL BR cos (2-9) 
senp-senq- 2.sen (229 =F) cos (E23) 
2 2 
cos p + cos q = 2.cos (PLS > 23). cos (2-9) 


sen p - зеп q =- 2.sen (229 ). sen (259) 


sen(p + sen(p - 
tgp + tg q = Sen(p +Q) tgp- g g = 220091 
cosp.cosq cosp.cosq 
sen За = -4. sena + 3 sen a cos За = 4соѕ? a — 3cos a 
3 
tg За = 3tgx- tg" x 


1-3tg?x 
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AMA 


ИЖ A Editora VestSeller tem o prazer de lançar mais uma obra 
“prima da Matemática para o segmento de preparacáo para escolas 
“militares e Olimpiadas de Matemática nacionais e internacionais: a 
‘presente obra Problemas Selecionados de temática IME ITA e 
E do professor Marcllio Miranda. z 

яс b 


‘J _ Esse livro apresenta uma ampla gama de problemas | de níveis 
e| nterm pi e avançado das mais variadas olimpiadas de Matemática 
de to ndo, assim como problemas propostos para treinamento, 
todos as integralmente resolvidos ao final do livro, tendo alguns ( deles, 


E de uma solucáo. 


E eias: que se preparam para IME ITA a... 
têm, nesse livro, uma ferramenta poderosa que permite ao leitor obter 
um grande: salto de conhecimento num curto intervalo de tempo. 


ог autor, Marcilio Miranda, professor do IFRN — RA | (Instituto 
Federal de Educacáo, Ciéncia e Tecnologia), selecionou er uniu um 
conjunto de problemas muito interessantes e variados, em especial 
aqueles relativos a números inteiros, equações com núm inteiros, 
congruência. linear. Conta adicionalmente com "mutas questões de 
álgebra e trigonome ria, problemas. envolven os "série elescópicas, 
expressões trigonométricas, equações algébricas, relações de Girard, 
enfim, um livro indispensável para todos os professores e estudantes 
desse segmento. 


A VestSeller, juntamente com o autor, tem a certeza de, mais 
uma vez, estar contribuindo para a educação no Brasil, enriquecendo o 
mercado editorial com mais uma obra prima em Matemática de grande 
valor para estudantes e professores. 


Jil 


